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Prefácio 


Para o estudante 


Este livro tem como foco o aluno e suas dificuldades. A ordem de apresentação do conteúdo 
e a metodologia foi discutida com vários colegas do departamento com larga experiência no 
ensino de Álgebra Linear na graduação e pós-graduação. Um exemplo disso é a concepção do 
primeiro capítulo, que explora a Geometria Analítica, em parte já vista pelos alunos no ensino 
médio, e introduz conceitos chaves da Álgebra Linear. 

O livro possui cerca de 230 exemplos resolvidos. Procuramos destacar no texto os erros 
mais comuns dos alunos e estimular o uso de tecnologia (software algébrico) em todos os 
capítulos. 

É parte fundamental do curso resolver exercícios, tantos quanto for possível. Ao final de 
cada capítulo existem exercícios divididos em 4 grupos: 


e exercícios de fixação: Devem ser feitos imediatamente após a leitura do texto. São 
de resposta imediata (mental). Não saber resposta correta sugere um retorno ao texto. 
Deve-se fazer todos antes de seguir adiante. 


problemas: São os principais exercícios do capítulo. Todos devem ser feitos. 


problemas extras: Caso o aluno já tenha feito todos os problemas. 


desafios: Para se aprofundar na disciplina. São opcionais. 


Todos os exercícios de fixação e todos os problemas tem respostas no final do livro. 
Vários problemas extras e desafios também possuem respostas. Sao cerca de 90 exercícios de 
fixação, 110 problemas, 150 problemas extras e 80 desafios. 


Porque um novo livro? 


e Este livro pode ser aperfeiçoado por qualquer pessoa por ser disponibilizado através da 


licença ©, que permite o re-uso do material. Imaginamos que daqui a 100 
anos o departamento de Matemática Aplicada da UFRJ ainda estará utilizando uma 
versão deste livro: todo o trabalho dos autores iniciais e subsequentes não será perdido. 
Para detalhes consulte: http: //creativecommons . org. 


e Permitir aos alunos de todo o Brasil acesso fácil (internet) a material gratuito e de 
qualidade por ser certificado pelo Departamento de Matemática Aplicada da UFRJ e 
por colegas de todo o Brasil. 
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e Necessidade do nosso departamento, responsável pelo ensino de Algebra Linear na UFRJ, 
de aplicar prova unificada e, consequentemente, criar um material padrão para o curso. 


e Produzir um material com conteúdo que será efetivamente utilizado em sala de aula 
pelo aluno. Na nossa experiência, os alunos preferem livros finos, que são fáceis de 
transportar e estimulam a leitura. 


e Produzir transparências para sala de aula diretamente acopladas a um livro. 


Criamos um pacote completo para um curso de Algebra Linear: além deste texto, foram 


produzidas transparências. Tudo isto está disponível em www. labma .ufrj.br/“mcabral/ 


livros 


Como foi escolhido o material? 


Determinamos os tópicos tomando por base o curso usualmente ministrado na UFRJ. Além 
disso o componente estético foi fundamental: os alunos devem perceber a beleza da Mate- 
mática. Algumas escolhas importantes foram feitas: 


e Capítulo inicial apresenta conteúdo principal do curso sem grande formalismo: ve- 
tores e operações no R”, equações paramétricas e cartesianas, espaços gerados (retas 
e planos), combinações lineares, dependência e independência linear. Estes temas são 
retomados no capítulo de Espaços Vetoriais, mas acreditamos que é importante uma 
exposição, logo no início, destes conceitos. 


e A solução de sistemas lineares é feita através da eliminação de Gauss. A regra de 
Cramer é uma seção opcional do capítulo de Determinantes. Interpretamos a solução de 
sistemas através de interpretações do produto matriz-vetor. Assim o conjunto solução 
é visto com a linguagem de espaço gerado, apresentado no primeiro capítulo, e também 
do ponto de vista geométrico, interseção de retas, planos, hiperplanos, etc. 


e Espaços vetoriais de polinômios e funções não são meros exemplos, são centrais 
para a formação de engenheiros, matemáticos e físicos. Algumas aplicações importantes 
são: equações diferenciais, aproximação de funções por polinômios e métodos numéricos 
como elementos finitos. 


e Matriz aparece, inicialmente, somente como forma conveniente de resolver sistemas 
lineares. Após apresentar transformações lineares (TLs), matrizes são vistas como 
representações de TLs. Apresentamos TLs (e matrizes) geométricas: projeção, reflexão, 
rotação. Relacionamos operações de soma e composição de TLs com operações entre 
matrizes. Definimos o produto entre matrizes como consequência da composição de 
TLs. Fica claro que o produto de matrizes não é comutativo pois a composição de 
função (ainda que seja linear) não é comutativa. A matriz inversa é calculada por 


escalonamento. 


e No capítulo de produto interno, focamos em projeções e no método de mínimos 
quadrados. Apresentamos projeção ortogonal de funções como forma de aproximá-las, 
preparando o aluno para métodos numéricos. 


e Determinante é apresentado desde o início relacionado com área (volume) com sinal, 
para depois ser apresentado algebricamente. Optamos por focar no algoritmo de cál- 
culo utilizando operações elementares por ser mais eficiente e ligada diretamente aos 
conceitos. Apresentamos a conexão com mudança de variáveis na integração múltipla 
e a definição de produto vetorial e misto em Rê. Como seção opcional, colocamos uma 
discussão de como interpretar o sinal do determinante. 


e Autovalores e Autovetores são apresentados em conexão com interpretação geo- 
métrica. A teoria de diagonalização de matrizes é aplicada em cálculo de potência de 
matrizes e classificação de formas quadráticas, relacionados com o teste da “derivada 
segunda” do cálculo diferencial de várias variáveis para determinar se um ponto crítico 
é máximo, mínimo ou ponto de sela local. 


e Enfatizamos ao longo do texto (capítulos de Sistemas Lineares, Matrizes, Determinante, 
Autovalores e Autovetores) a visão moderna de uma matriz por blocos, fundamental 
para a computação científica. 


e O escalonamento é o algoritmo principal do curso, pois através dele: resolvemos 
sistema, determinamos se vetores são linearmente dependentes, determinamos coor- 
denadas de vetores, mudamos de base, invertemos matriz, calculamos determinante, 
encontramos autovetores, calculamos solução de mínimos quadrados, calculamos proje- 
ção ortogonal. 
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Sobre a Segunda Edição 


Além de diversas correções pontuais, as principais modificações foram: 

(a) juntar o capítulo de Transformações Lineares e de Matrizes em um único capítulo; 

(b) expandir o primeiro capítulo na parte de geometria analítica no plano e espaço por ser 
deficiência comum que alunos trazem do ensino médio; 

(c) reorganizar o capítulo de Produto Interno e colocá-lo antes do capítulo de Determi- 
nante. Focamos no R” e em aplicações importantes. 
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Capitulo 1 


Introdução à Álgebra Linear 


Este capítulo apresenta conceitos da Algebra Linear que surgem da geometria analítica no 
plano e espaço e da busca de solução de sistemas lineares: 


(a) vetores e operações no R”: soma e multiplicação por escalar (produto escalar-vetor); 


(b) equação cartesiana e paramétrica da reta e do plano e suas generalizações; 
(c) combinação linear, espaço gerado, independência linear, dimensão do espaço gerado; 


(d) espaço gerado por 1, 2, 3 ou mais vetores, associando-os com pontos, retas, planos e 
generalizações; 


Estes conceitos serão reaplicados (no Capítulo 3 Espaço Vetorial) em contextos onde os 
vetores poderão ser polinômios, funções, matrizes, ou elementos abstratos. 

Embora sistemas lineares apareçam quando aplicamos estes conceitos, o curso de Álgebra 
Linear é muito mais do que somente um curso de como resolver sistemas lineares. Caso 
começássemos com a resolução de sistemas lineares — assunto que o aluno, com frequência, 
pensa que domina — o aluno teria a sensação de que Álgebra Linear é um curso fácil, de 


revisão e aprofundamento de técnicas para resolução de sistemas lineares. 


1.1 Vetores do R” e Operações 


1.1.1 Vetores do R” 


Definição 1.1 (vetor, entradas e o R”) Um vetor do R” é um uma lista ordenada de n 
números reais. Dizemos que é uma n-upla de números reais. 

A notação utilizada para representar um vetor é u = (a1, a2,...,Gn-1, An) com a; ER. 
Os número a; 's são chamados de entradas do vetor u. 

OR” é o conjunto de n-uplas de números reais. 


Exemplo 1.1 São vetores de R?: (—6, —8), (1,2). 
São vetores de Rt: (1,2,3,4), (—2, 7/4, —1, 2/3). 
São vetores de Rº: (—1, 2,4,6,8), (1,2,7/4, —1/3,3). 
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO À ÁLGEBRA LINEAR 


Observação 1.1 Como um vetor é uma lista ordenada de números, são distintos entre 
si os vetores (—1,2) e (—2,1) e também (1,2,3), (2,3,1) e (3,1,2). 


Observação 1.2 Porque R” com n > 3? 
Embora nossa (humana) percepção esteja restrita a três dimensões, em simulações compu- 
tacionais de diversos modelos, por exemplo para estudar as forças atuantes na estrutura de 
um prédio, dividimos o mesmo em “bloquinhos” no computador e associamos a cada blo- 
quinho uma variável. Quanto maior o número de bloquinhos mais precisa será a simulação: 
n pode ser tão grande quanto se queira. Leia também Observação [2.1] da pI28| 


1.1.2 Operações com Vetores em R” 


Definição 1.2 (Soma de vetores) Dados vetores u = (wm,us,...,Un) € V = 
(v1,v2,..., Un), definimos o vetor soma deu e v, denotado por u + v, por 
u+v=(mtov, U2 +2, ..., Un + Un). 


Exemplo 1.2 A soma dos vetores do Rt (1,—1,1/4,—2/3) + (—2,2,3/4,5/3) = (1 — 
EEE EE E EE = (el 11), 


1” 


Observação 1.3 Note que o sinal “+” (mais) em “u + v” e “(ui +vr,...Un + Vn) 
possui significado distinto em cada expressão: soma de vetores, num caso, e de soma de 
números reais (escalares) no outro. 


Definição 1.3 (origem ou vetor nulo) Definimos como origem ou vetor nulo, denotado 
por O o vetor O = (0,...,0)(todas as entradas são nulas). Note que este vetor é o elemento 
neutro da soma de vetores pois v + 0 = 0 + v = v para todo v. 


Definição 1.4 (multiplicação por escalar ou produto escalar-vetor) Dados o vetor 
u = (u1, U2,- . ., Un) € o escalar t ER, definimos o vetor multiplicação de t por u, denotado 
por tu, por 


tu = (tu1, tu2,..., tun). 


Por contraste com vetores, um número real é chamado de escalar. Esta linguagem vem da 
Física, que distingue grandezas vetoriais (forças por exemplo) de grandezas escalares (massa 
e temperatura por exemplo). 


Exemplo 1.3 Seu = (—1,3, 1, —2, 3/2), então 2u = 2(-1,3,1,-2,3/2)= (—2, 6, 2, —4, 3). 
Considere w = (—4, 6,1, —3). Então —1/2w = —1/2(—4,6, 1, —3) = (2, —3, —1/2, 3/2). 


Observação 1.4 Dizemos que o R” munido das operações de soma de vetores (Def. 
e produto por um escalar (Def. é um espaço vetorial sobre R. 
De forma análoga definimos o espaço vetorial C”. 


1.1. VETORES DOR” E OPERAÇÕES 3 


Definição 1.5 (múltiplo ou paralelo) Dizemos que v é múltiplo de (ou paralelo a) w 
se existe um escalar t tal que v = tw. 


Exemplo 1.4 São paralelos entre si: (—2,4, —6, 1) e (1, —2, 3, —1/2) pois (—2,4, —6, 1) = 
E e E EEO E E 


Exemplo 1.5 O vetor O é múltiplo de qualquer outro pois O = Ow para qualquer w. 


1.1.3 Representação Geométrica de Vetores e Operações 


Começamos identificando, da maneira usual, um plano com R? e o espaço com R? utilizando 
o sistema de coordenadas cartesiana, com eixos ortogonais entre si. 

Um vetor (a, b) € R? pode ser representado geometricamente por um segmento de reta 
orientado que une (0,0) com (a,b). Para indicar a orientação do segmento utilizamos uma 
“setinha” (daqui por diante sem aspas e utilizado como sinônimo de segmento orientado). 
Podemos fazer o mesmo com vetores em Rº. Mostramos na Figura|1.1los vetores (3,2) € R? 
e (1,3,2) € R?. 


Figura 1.1: Vetores no Plano e no Espaço 


Além de representar o vetor como uma setinha partindo da origem (0, 0), pode-se representá- 
lo transladando a setinha e partindo de um ponto qualquer (c, d) € R?. 


Definição 1.6 (setinha e vetor) A setinha que começa em (c, d) e termina em (c+a, d+ 
b) representa o mesmo vetor (a,b) € R? para quaisquer c,d € R. A setinha que começa em 
(d, e, f) e termina em (d+a, e +b, f +c) representa o mesmo vetor (a,b,c) € RÌ para 
quaisquer d,e, f E€ R. 


Por esta definição o mesmo vetor possui uma infinidade de representações. Duas setinhas 
representam o mesmo vetor se quando deslocarmos paralelamente uma delas para que seus 
pontos iniciais coincidam, o ponto final delas também coincide. Por exemplo, todas as setinhas 
representadas na Figura [1.2] representam o mesmo vetor (3,2) € R?. 


Figura 1.2: Representações do vetor v = (3,2) 
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A representação geométrica] | é importante em aplicações (Física por exemplo) e para 
desenvolver a intuição para espaços de dimensões maiores. 

Podemos interpretar geometricamente, utilizando esta representação por setinhas, a soma 
de dois vetores no plano e no espaço. Considere a Figura [1.3] no lado esquerdo, onde dois 
vetores são representados com suas componentes no eixo-x e y. Pela regra do triângulo 


k- lk 


Figura 1.3: Regra do Triângulo e do Paralelogramo 


representamos o primeiro vetor com ponto inicial na origem e o segundo com ponto inicial 
na ponta da seta do primeiro. O vetor resultante unindo a origem até a ponta da seta do 
segundo é o vetor soma. Pela regra do paralelogramo, aplicamos a regra do triângulo aos 
dois vetores, conforme apresentado nesta mesma figura. 

Observação 1.5 Podemos, numa abordagem geométrica, definir a soma de vetores pela 
regra do paralelogramo ou triângulo. Fazer isto em dimensão maior que três não é 
intuitivo. Em contraste, a Definição [1.2] da p| feita de forma algébrica, não depende 
de visualização geométrica e é muito simples. Convidamos o leitor a verificar que estas 
definições são equivalentes. 


Exemplo 1.6 Podemos aplicar a regra do triângulo em sequência para obter a soma de mais 
de dois vetores. Por exemplo considere os quatro vetores representados no lado esquerdo da 
Figura[1.4 Concatenando de forma sucessiva os vetores obtemos sua soma conforme indicado 
na mesma figura no lado direito. 


Figura 1.4: Soma de 4 vetores 


A interpretação geométrica do produto escalar-vetor depende do módulo e do sinal do 
escalar. Começando por valores positivos inteiros, observe que multiplicando por 1 preserva- 
mos o vetor (e o tamanho), por 2 duplicamos seu tamanho, por 3 triplicamos seu tamanho. 
Por outro lado, multiplicando por 1/2 reduzimos seu tamanho pela metade. De forma geral, 
multiplicando por valor positivo com módulo maior que 1 obtemos um vetor com mesmo 


Embora seja útil para a intuição, nada do que fazemos depende desta interpretação geométrica. 
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sentido mas com tamanho maior; multiplicando por valor positivo com módulo menor que 1 
obtemos um vetor com mesmo sentido mas com tamanho menor. Multiplicando por valor 
negativo obtemos vetor com sentido invertido e com tamanho maior ou menor de acordo com 
módulo ser maior ou menor que 1. Veja o vetor u = (3,2) e a representação de lu, 1,5u, 


0,5u e —u da Figura 


lo o lo Je 


— 


: , 341 
Figura 1.5: Vetores lu, šu, qU. 6 —u 


Portanto, variando o valor do escalar e multiplicando-o por um vetor fixo u Æ O obtemos 
uma reta passando pela origem. Assim {tu| t € R} é uma reta e a equação tu é chamada 
de equação paramétrica da reta que passa pela origem com direção u. A motivação 
geométrica vem quando u € R? ou R$, mas continuamos chamando de reta com u € R”. 
Observação 1.6 O que é, de fato, um vetor? 

A visão geométrica (Definição da p[3), embora mais intuitiva, é limitante pois não 
conseguimos visualizar mais do que três dimensões. E formalizada como segmentos orien- 
tados equivalentes. Este caminho é bom para certas generalizações em Matemática (no 
contexto da Geometria Diferencial por exemplo), para a visualização de vetores no plano 
e no espaço tridimensional e para interpretação Física (forças). São chamados em alguns 
livros de vetores geométricos. 

Por contraste, a visão algébrica ( Definição[1.1] da pl) é bem mais simples mas não apre- 
senta nenhuma motivação geométrica. Como não dependemos de intuição geométrica, 
trabalhamos com a mesma facilidade em R? como em Rºº. São chamados em alguns livros 
de vetores algébricos. 


Faremos com frequência a passagem da visão algébrica para geométrica e vice-versa. 


1.2 Equações Cartesianas e Paramétricas 


1.2.1 Retas no R? 


Equação Cartesiana da Reta em R? 


Definição 1.7 (eq. cartesiana da reta em R?) Dados a,b,c € R coma Æ 0 ou b Æ 0, 
chamamos de equação cartesiana da reta a equação ax + by = c, que representa o 
conjunto (a reta); 


{(z,y) E R?| az +by =c}. 


Observação 1.7 Note que equações diferentes podem representar a mesma reta. Por 
exemplo, Tx — 3y = 2 e —14x + 6y = —4 representam a mesma reta (porque?). Dizemos 
que as equações são equivalentes. 
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Exemplo 1.7 Determine a equação cartesiana da reta que passa por: 


(a) (1,2) e (—2,3); (b) (1,3) e (1, 7). 
Solução: (a) Temos que resolver o sistema 
la+2b = c, 
—2a + 3b = c. 
Multiplicando a primeira equação por 2 e somando com a segunda obtemos 7b = 3c. Logo 
b = 3/Tc. Da primeira equação, a = c— 2b = c— 6/Tc = c/7. Agora tomando c = 7 obtemos 
que a = l1 e b = 3. Logo é a reta x + 3y = 7. Agora verifique a resposta substituindo os 
pontos: 1+3 x 2 = 7 e —2 +3 x 3 = 7. Poderia se fixar c = 1 ou outra constante não-nula 


qualquer (faça isso!) e obter equações equivalentes. 
(b) Temos que resolver o sistema 


la+3b = c, 
la+7b = c. 


Subtraindo da segunda equação, a primeira: 4b = 0. Assim b = 0. Logo a = c. Fixando 
c = 1 (outros valores gerarão equações equivalentes) obtemos a reta x = 1. E 


Exemplo 1.8 Determine a interseção da reta 2y — Tx = —3 com os eixos x e y. 
Solução: Tomando x = 0 (é eixo y! Porque?) obtemos y = —3/2 e a interseção com eixo 


y é (0, —3/2). Tomando y = O (é eixo x! Porque?) obtemos x = 3/7 e a interseção com 
eixo y é (3/7, 0). E 


Equações Paramétricas da Reta em R? 


Pela definição do produto escalar-vetor (ver Figura [1.5] da pi), dado u Æ 0 a equação tu é 
uma reta passando pela origem na direção u. Somando um vetor w a cada elemento deste 
conjunto transladamos a reta tu que passa pela origem e obtemos a reta w + tu, conforme 
indicado na Figura 


Definição 1.8 (eq. paramétrica da reta) Dados u + 0 e w chamamos {w + tuj t € R} 
(ver Figura |1.6) de equação paramétrica da reta paralela ao vetor u passando por w. O 
t é chamado de parâmetro. 


Observação 1.8 (vetor é ponto?) Na Figura[1.6| apresentamos três interpretações ge- 
ométricas de vetor simultaneamente: como seta começando na origem (o vetor w), como 
seta começando em ponto qualquer (os vetores lu,2u, —lu, —2u) e como pontos (os 
pontos da reta w + lu, w + 2u, etc.). 


Observação 1.9 Se uma reta r passa pelos pontos pı e pə, um vetor paralelo à r é 
u = p2 — pı. Faça uma figura se convencendo disso. Assim sua equação paramétrica é 
pı + tu. 


Exemplo 1.9 Considere a reta r = ((1,2) + t(4,6)| t € R}. 
(a) Determine pontos de r; (b) Verifique se (—5,2) € r. 
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Figura 1.6: Reta r = {w + tu; t€ R} 


Solução: (a) Colocando t = 0 obtemos o ponto (1,2) € r. Colocando t = 1 obtemos o 
ponto (1,2) + 1(4,6) = (5,8) € r. Colocando t = 0,5 obtemos o ponto (1,2) + 0, 5(4, 6) = 
(3,5) € r. Colocando t = —1 obtemos o ponto (1,2) — 1(4,6) = (—3, —4) € r. Colocando 
t = —0,5 obtemos o ponto (1,2) — 0,5(4,6) = (—1,—1) Er. 

(b) Temos que ver se existe t € R tal que (1,2) + t(4,6) = (—5,2) resolvendo o sistema 


ET o | 

ã = — = | z 
À 46-92" Da primeira equação t 3/2, da segunda t = 0! O sistema é sem 
solução. Portante (—5,2) g r. a 


Exemplo 1.10 A mesma reta pode ser gerada por vetores distintos, basta que eles sejam 
paralelos entre si. Por exemplo os conjuntos {t(1,1)| t € R} e (m(4,4)| m € R} representam 
a mesma reta. De fato o vetor (t,t) pode ser escrito como t/4(4,4). Tomando m = t/4 
observamos que formam o mesmo conjunto. 


Equação Cartesiana da reta — Paramétrica em R? Para passar de equação cartesiana 
para paramétrica de reta em R?: Coloque uma das variáveis como o parâmetro e determine 
a outra variável em função do parâmetro. 


Exemplo 1.11 Determine uma equação paramétrica para a reta: 
(a) 2x — 3y = 6; (b)y=7; (c) que passa por (1,2) e (—2, 1). 


Solução: (a) Coloque y = t. Agora x = 3+3/2y = 3+3/2t. Assim (x,y) = (3+3/2t, t) = 
(3, 0) + (3/2, 1). Logo, {(3,0) + t(3/2, 1)|t € R}. 

(b) Coloque x = t, y = 7. Logo (x,y) = (0,7) + t(1,0). 

(c) O vetor u = (1,2) — (—2, 1) = (3,1) é paralelo à reta. Logo {(1,2) + t(3,1)| t € R} 
= {(—2, 1) + Ł(3,1)| t € R}. Outra possibilidade é tomar u = (—2, 1) — (1,2) = (—3, —11): 
(1,2) + t(—3, —1)| t € R}. E 
Observação 1.10 Se colocarmos y = t no exemplo anterior item (b) obteremos que 
t = 7 e não teremos valor para x! A escolha de quem vai ser o parâmetro é importante. 
Aprenderemos a fazer a escolha certa de forma sistemática no (próximo) Capítulo Sistema 


Linear (p/27). Veja caso similar na Observação da pJ13| 
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Exemplo 1.12 A mesma reta possui diversas representações paramétricas (veja solução do 
último exemplo (c)). Verifique quais retas são iguais à reta ((1, —2) + t(3,—2)| t E R}: 
(a) (2,0) +t(—3,2)| t ER}; (b) {(-1,2) + t(3, —2)| t € R}. 


Solução: (a) Temos que ver se existem s,t € R tais que (1, -2) + t(3,—2) = (—2,0) + 
1 + 3t = —2 — 3s 
—2 = 2t = 0 + 2s ` 
equações são equivalentes a t + s = 1. Assim a solução é t = 1 — s: as retas são idênticas. 
(b) Temos que ver se existem s,t € R tais que (1, —2) + t(3, —2) = (—1, 2) + s(3, —2). 
1 +3t= —1 + 3s 
=2= 2t = 2 = 25 
t— s = —2/3 = —1! Logo não é a mesma reta e elas são paralelas entre si (não possuem 
interseção). E 


s(—3,2). Isto resulta no sistema Resolvendo vemos que as duas 


Isto resulta no sistema À O sistema é sem solução pois devemos ter 


Equação Paramétrica da reta — Cartesiana em R? 
Para passar de equação paramétrica para cartesiana de reta em R?: Determine o parâmetro 
em função de uma das variáveis e substitua na outra equação. 


Exemplo 1.13 Determine uma equação cartesiana para a reta: 


(a) (2,3) +t, D|tER}; (b) {(5,3) +t(0,—1)| t € R}. 


Solução: (a) Como « = 2 + 1t, t = x — 2. Da segunda equação, y = 3 + 2t = 3+2(x — 2). 
Logo y — 2x = —1. 

(b) Como z = 5 e y = 3 — t, y pode assumir qualquer valor e x é sempre constante. 
Assim a equação cartesiana é x = 5. E 


Exemplo 1.14 Determine a interseção da reta ((1,0) + t(2,1)|t € R} com cada uma das 
retas abaixo, caso exista, e determine se são paralelas ou coincidentes: 
(a) 2x — 3y = 4; (b) x — 2y = 1; (c) (0,1) + t(0,2)] t E R}. 


Solução: (a) Como z = 1 + 2t,y = t, substituindo na outra equação 2(1 + 2t) — 3t = 4. 
Assim t = 2 e as retas se interceptam em (5,2). 

(b) Substituindo, (1 + 2t) — 2t = 1 é equivalente a 1 = 1: sempre verdade! Logo as retas 
são coincidentes, pois é verdade para todo t. 

(c) Queremos saber se existem t, s € R tais que (1,0) +t(2,1) = (0,1) +s(0,2) (note que 


E ; 1+2t=0+0s . E 
trocamos o segundo t por s). Precisamos resolver o sistema 0 +1=1 495 %3 solução 
única é t = —1/2, s = —3/4. Assim o ponto de interseção é (1,0) — 1/2(2,1) = (0, 1/2). 


Exemplo 1.15 Determine a interseção da reta {(—2, -3) + t(2,5)| t € R} como eixo x e 
com o eixo y. 


Solução: A interseção com o eixo x ocorrerá quando y = 0. Como y = —3+-5t, queremos que 
y = 0 = —3 + 5t. Logo interseção ocorrerá quando t = 3/5. Logo z = —2 + 2(3/5) = —2/5 
e concluímos que a interseção é no ponto (—2/5,0). A interseção com o eixo y será quando 
x = 0. Como z = —2 + 2t, queremos que z = 0 = —2 + 2t e portanto t = 1. Logo 
y = —3 + 5(1) = 2 e concluímos que a interseção é no ponto (0, 2). E 
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1.2.2 Retas e Planos no R? 


Equação Cartesiana do Plano em Rº 


Definição 1.9 (eq. cartesiana do plano em R?) Dados a,b,c,d € R coma £ 0 ou 
b 0 ou c 0, chamamos de equação cartesiana do plano a equação ax + by + cz = d, 
que representa o conjunto (o plano): 


{ (x,y,z) E R?| ax + by + cz = d} . 


Exemplo 1.16 Determine a interseção do plano 2x — y + 3z = 2 com os eixos x, y e z. 


Solução: O eixo x corresponde aos pontos (x,0,0). Assim tomando y = z = 0 obtemos 
que 2x = 2 e x = 1. Logo a interseção com o eixo x é (1,0,0). De forma análoga (faça) 
obtemos que a interseção com o eixo y é (0, —2, 0) e com o eixo z é (0,0, 2/3). E 


Exemplo 1.17 Determine a equação cartesiana do plano que passa por (1,0,2), (—1,0,2) 
e (3,2,1). 


Solução: Temos que resolver o sistema 


la+0b+2c = d, 
—la+0b+2c = d, 
da + 2b + c d. 


Somando as 2 primeiras equações obtemos que c = d/2. Da primeira obtemos que a = 
d-2c=d-d = 0. Da terceira obtemos que b = (d-3a—c)/2 = (d-3(0)—d/2)/2 = 1/4d. 
Tomando d = 4 obtemos que a = 0,b = 1,c = 2. Logo a equação do plano é y + 2z = 4. 
Tomando d = 2 obtemos 3/2 + z = 2, etc. (equação NÃO é única). E 


Equações Paramétricas de Retas em R? 


Equações paramétricas de retas em R? são iguais as de reta em R? e utilizaremos sem maiores 
comentários. 


Exemplo 1.18 Determine a eg. paramétrica da reta que passa por (1,2,1) e (3, —2, —1). 


Solução: O vetor paralelo à reta é v = (1,2,1) — (3,-2,-1) = (-2,4,2) (pode ser 


= (3 = —1) — (1,2,1) = (2, 4-9) Tomando w = (1,2,1) (pode ser também 
w = (3, —2,1)) r = {(1,2,1) KS ,2)| t € R}. Outras opções: (3,-2,1) +t(—2,4,2), 
(1,2,1) co =A SA3 A2 1) E =A=], a 


Exemplo 1.19 Determine se o ponto (—2,1,—1) pertence à reta (1,2,1) + t(3,1,1). 


Solução: Devemos ter -2=1+3t,1=2+t, -1=1+t. Da la equação, t = —1, que 
satisfaz a segunda equação mas não satisfaz a terceira. Assim o ponto não pertence à reta. 
E 


Exemplo 1.20 Determine o(s) ponto(s) de interseção de cada par de conjuntos abaixo, caso 
exista: 

(a) dos planos 4x — 2y + 3z =2 ex- z= 1; 

(b) de {(2,3,0) + t(1,2,3)| t € R} e z — 2y +2 =2; 

(c) de {(2,3,0) + t(1,2,3)| t E R} e =x + 2y — z = 8; 
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4x — 2y +32 = 2 

p= 2.) 

1+t, y = 1+7/2t. Assim a interseção destes 2 planos é a reta ((1,1,0) + t(1,7/2,1)|t € R} 

(b) Como z = 2 + t, y = 3+ 2t e z = 3t, (2 + t) — 2(3 + 2t) + 3t = 2. Assim —8 = 21. 
Como é sem solução concluímos que a reta é paralela ao plano (interseção vazia). 

(c) Fazendo contas similares ao (b) concluímos que a reta pertence ao plano pois é verdade 

para todo t € R. Assim a interseção é a própria reta: {(2,3,0) + t(1,2,3)| t € R}. E 


Solução: (a) Resolvendo o sistema l obtemos, colocando z = t: x = 


Equações Paramétricas de Planos em R° 


Pela regra do triângulo ou paralelogramo (ver Figura [1.3] da pJ4), dados dois vetores u e v 
não nulos e não paralelos (Definição [1.5] da pB), a equação tu + sv, com s,t € R é um 
plano passando pela origem. Este plano contém o paralelogramo formado pelos pontos 0, u, 
v eu+v. Dizemos que o plano é gerado pelos vetores u e v. Somando um vetor w a cada 
elemento deste conjunto transladamos este plano. Na Figura mostramos o plano tu + sv 
que passa pela origem e sua translação w + tu + sv. 


Definição 1.10 (eq. paramétrica do plano) Dados u e v não nulos e não paralelos e 
w chamamos II = {w + tu + sv| s,t € R} (ver Figura[1.7) de equação paramétrica do 
plano paralelo ao gerado pelos vetores u e v passando por w. Dizemos que t e s são 
parâmetros. 


w + tu + sv 


tu + sv 


(0) 


Figura 1.7: Plano II = {w + tu + sv; s,t € R} 


Exemplo 1.21 Considere o plano II = {(2,3,0) + s(—1,0, —1) + t(0,2,3)| s,t € R}. De- 
termine se (1,2,2) € II. 


2—-s+0t=1 

Solução: Temos que resolver o sistema 3+0s+2t=2 . Das 2 primeiras equações 
0—-s+3t=2 

obtemos que t = —1 e s = 1. Mas isto não satisfaz a terceira. Logo o ponto não pertence 


ao plano. = 
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Observação 1.11 Seo plano II passa pelos pontos pı, p2, e ps, definindo u = pə — pi 
e v = Ps — pı, o plano gerado por u ev é paralelo à II. Faça uma figura se convencendo 
disso. Assim sua equação paramétrica é pı + tu + sv. 


Exemplo 1.22 Determine a equação paramétrica do plano que passa por (0,1,0), (1,1,1), 
e (1,0,2). 


Solução: Fixamos w = (0,1,0) o vetor translação e calculamos dois vetores paralelos ao 
plano: u = (1,1,1) — (0,1,0) = (1,0,1) e v = (1,0,2) — (0,1,0) = (1,—1,2). Assim o 
plano é (0,1,0) + t(1,0,1) + s(1,—1,2). 

Podemos fixar w = (1,1,1) e calcular os vetores paralelos ao plano u = (0,1,0) — 
(1,1,1) = (—1,0,—1) e v = (1,0,2) — (1,1,1) = (0,—1,1). Assim outra equação paramé- 
trica para o alano é (1,1,1) +tH—1,0,-1) + s(0,—1, 1). E 


Exemplo 1.23 Considere o plano II = ((2,3,0) + s(—1,0,1) + t(0,2,0)| st € R}. Deter- 
mine o(s) ponto(s) de interseção de II com cada um dos conjuntos abaixo, caso exista: 
(a) reta f(—1,0,1) +t(0,1, 1)|t € R}. 
(b) reta (t(1,0, 1)|t € 
(c) plano x — y = 2. 
(d) plano ((1, —2,0) + s(1,1,0) + t(0,1,0)| s,t E R}; 
(e) com o eixo z. 


FAS) 
a] 


Solução: (a) Queremos saber se existem s,t,u € R (note que trocamos o parâmetro da 
reta) tais que (2,3,0) + s(—1,0,1) + t(0,2,0) = (—1,0,1) + u(0, 1,1). Precisamos resolver 
2— s+0t= -1 


o sistema (3 equações, 3 variáveis): 3+0s+2t=u . Da primeira equação, s = 3. 
0+s+0t=1+u 
Da terceira, como s = 1 + u, u = 2. Da segunda, como 3 + 2t = u, t = —1/2. Assim o 


ponto de interseção é (1,0,1) + u(0,1,1) = (1,0,1) + 2(0,1,1) = (1,2,3). Verifique que 
obtemos o mesmo ponto substituindo s = 3 e t = —1/2 em (2,3,0) +s(—1,0,1) +t(0,2,0). 

(b) Queremos saber se existem s,t,u € R (note que trocamos o parâmetro da reta) 
tais que (2,3,0) + s(—1,0,1) + t(0,2,0) = uw(1,0,1). Precisamos resolver o sistema (3 


2—s+0t=u 
equações, 3 variáveis): 3+0s+2t=0 . Da segunda equação, t = —3/2, mas existe 
0+s+0t=u 


uma contradição entre a primeira e terceira: u = 2 — s = s! Assim o sistema é sem solução 
a concluímos que a reta é paralela ao plano. 

(c) Como z = 2 — s e y = 3 + 2t, x — y = 2 = —1 — s — 2t = 0. Assim, s = —3 — 2t. 
Substituindo na equação do plano obtemos (2,3,0) + (—3 — 2t)(—1,0, 1) + t(0,2,0). Logo 
a interseção é a reta (5,3, —3) + t(2, 2, —2). 

(d) Queremos saber se existem s,t,u,v € R (note que trocamos os parâmetros do se- 
gundo plano) tais que (2,3,0) + s(—1,0, 1) + t(0,2,0) = (1, —2, 0) + u(1, 1,0) + v(0, 1,0). 

2— s+0t=1+u+0v 
Precisamos resolver o sistema (3 equações, 4 variáveis): 4 3 + 0s + 2t = —2 +u +v . Da 

0+ s + 0t = 0 + 0u + 0v 
última equação, s = O. Da primeira, 2— s = 1 + u e portanto u = 1. Da segunda, 
3+2t = —2+u+v = —2+1 +v. Logo v = 2t+4. Logo a solução é a reta (u = 1, v = 2t+4) 
(1, —2,0) + 1(1,1,0) + (2t + 4)(0, 1,0). Simplificando, (2,3,0) + Ł(0, 2, 0). 
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(e) O eixo z é caracterizado pelos pontos (0,0, 2). Assim queremos determinar s,t € R 
tais que z = 2 — s = 0 e y = 3 + 2t = 0. Concluímos que s = 2 e t = —3/2. Logo o ponto 
é (2,3,0)+2(-1,0,1) +-3/2(0,2,0) = (0,0,2). E 
Equação Cartesiana do plano — Paramétrica em R° 
Para passar de equação cartesiana para paramétrica de plano em R°: Coloque duas das 


variáveis como os dois parâmetros e determine a terceira variável em função dos parâmetros. 


Exemplo 1.24 Determine a equação paramétrica do plano: 
(a) 2x — 3y + 102z = 16; (b) 3y + 22 = 6. 


Solução: (a) Coloque y = s e z = t. Então x = 8 + 3/2y — 5z = 8 + 3/2s — 5t. Logo o 
plano é (x,y,z) = (8 + 3/2s — 5t, s, t) = (8,0,0) + s(3/2,1,0) + t(—5, 0,1). 

(b) Como zx não aparece na equação, colocamos z = s (um dos parâmetros). Colocando 
y = t obtemos que z = 3 — 3/2y = 3 — 3/2t. Logo o plano é (x,y,z) = (s, t, 3 — 3/2t) = 
(0,0,3) + s(1,0,0) + t(0,1,-3/2). a 
Equação Paramétrica do plano — Cartesiana em R° 
Para passar de equação paramétrica para cartesiana de plano em R$: Determine valor 


dos dois parâmetros em função de duas variáveis (resolvendo sistema linear com duas das 
equações) e substitua na outra equação. 


Observação 1.12 A conversão paramétrica +-— cartesiana envolve resolver sistema li- 
near. A generalização e sistematização da resolução de sistemas lineares para um número 
maior de equações e variáveis é feita pelo chamado escalonamento, apresentado no Ca- 


pítulo Sistema Linear (p|27). 


Exemplo 1.25 Determine a equação cartesiana do plano: 
{(2,1,0) + s(—1,1,-D +t(1,-2,3)| st € R}. 


Solução: Como z = 2 — s + t e y = 1 + s — 2t, obtemos resolvendo o sistema (obtendo 
st em função de x,y) que t = —y — xr +3 e s = —y — 2x + 5. Como z = —s + 3t, 
z = —(—y — 2z + 5) + 3(—y — xz + 3) = —2y — xr + 4. Assim a equação cartesiana é 
zr +2y+2=4. E 
Observação 1.13 (Software Algébrico) Com auxílio do Software Maxima (que pode 

ser obtido livremente na Internet) podemos resolver o sistema acima com o comando 

linsolve([x-2-s+t,y=1+s-2xt], [t,s]);. 


Equações Cartesianas (sistemas) de Reta em Rº 


Como determinar com equações cartesianas uma reta em Rº? Uma equação cartesiana ax + 
by+cz = d determina um plano. Assim podemos determinar uma reta em R° pela interseção 
de dois planos não-paralelos, ou seja, por um sistema com duas equações que tenha como 
solução uma reta. 


Equações Cartesianas (sistemas) da reta — Paramétrica em R’ 
Para passar de equações cartesianas para paramétrica de reta em Rº: Coloque uma das 


variáveis como o parâmetro e determine as outras variáveis em função do parâmetro. 
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Exemplo 1.26 Determine equações paramétricas para as retas 
22 —-2y+2=2. r=-z=1 
ORI ==" (o) | p= 2 
Determine se cada dos pontos abaixo pertence à reta do item (a): 


fel ade (di, =D). 


Solução: (a) Fixe z =tedeterminey=1+z=I+tex=(2+2y-2)/2=1+y-z/2 = 
1l+1+t-t/2=2+t/2. Logo é a reta (2,1,0) + t(1/2,1,1). 

(b) Note que y não aparece no sistema e pode assumir qualquer valor. Como x = 2, 
z=2-—1=1. Assim y = t. Logo a reta é (2,t,1) = (2,0,1) + t(0, 1,0). 

(c) O ponto satisfaz a primeira equação mas não satisfaz a segunda. Logo não pertence 
à reta. 

(d) Satisfaz as duas equações; logo pertence à reta. E 


Observação 1.14 No exemplo anterior item (a) podemos colocar y = s e resolver 
(tente!). A resposta será um pouco diferente da obtida acima. 
Se colocarmos z = t no exemplo anterior item (b) teremos um problema (tente fazer isso!). 


Veja caso similar na Observação da plf 


Equação Paramétrica da reta — Cartesiana em R° 
Para passar de equação paramétrica para cartesiana de reta em R°: Determine o parâmetro 
em função de uma das variáveis e substitua nas outras equações. 


Exemplo 1.27 Determine equações cartesianas para a reta: (1,3, 1) + t(2, —1, 1). 


Solução: Como xz = 1 + 2t, y = 3— te z = 1+ t, temos que t = 3 — y. Assim obtemos 
; 2y = 
duas equações cartesianas x = 1 + 2(3 — y) e z = 1 + (3 — y). Logo l feio a E 
Exemplo 1.28 Determine a interseção da reta g= ap com o plano 
RR g+y+2=0 P 


{(1,2,2) + t(1,0, —1) + s(1,0,0)| t,s € R}. 


Solução: Da equação paramétrica do plano temos que z = 1+t+ s, y = 2, z = 2—t. Subs- 
1+t+s—2(2-0)=1 useja, SEA 

l+t+s+2+2-t=0' ' s=—5 
Assim s = —5,t = 3. Assim a interseção é no ponto (1,2,2) +3(1,0,-1) + (—5)(1,0, 0) = 
(Eid; E 


tituindo obtemos o sistema (em s, t): l 


1.3 Combinações Lineares e Espaços Gerados 


Generalizamos planos e retas para R” em equações cartesianas e paramétricas. Para isto pre- 
cisamos antes definir combinações lineares, espaços gerados, independência linear e dimensão. 
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1.3.1 Definições 


Vamos introduzir o conceito de combinações lineares motivando-o através da conexão entre 
resolução de sistemas lineares e vetores. Faremos isto através de exemplos. Remetemos o 
leitor para o Capítulo Sistema Linear (p127) para a teoria completa. 

x—2y=1 
—3zr + 5y = 4 
(x — 2y,—3x + 5y) = (1,4). Assim (x, —3x) + (—2y, 5y) = (1,4). Colocando x e y em 
evidência, obtemos que x(1, —3) + y(—2, 5) = (1,4). Definindo vı = (1, —3), vo = (—2,5) 
e b = (1,4), queremos determinar x,y € R tais que vv, + yvo = b. Logo resolver o sistema 
acima equivale a perguntar se o vetor b pode ser escrito como a soma de múltiplos dos vetores 
vı e vo. Dizemos que queremos determinar se b pode ser escrito como uma combinação 


linear (veja Definição |1.11) de vı e vo. 


O sistema sem solução (porque?) 


Considere o sistema l . O sistema pode ser escrito vetorialmente como 


— 2y = 
x — 2y = 
de determinar x,y € R tais que z(1,1) + y(—2,—2) = (1,4). Como os vetores (1,1) e 
(—2, —2) são múltiplos um do outro, somas de múltiplos deles resultarão em múltiplos. Como 
(1,4) NÃO é múltiplo de (1,1) (porque?), o problema não tem solução. 

Um vetor ser múltiplo de outro é generalizado pela definição abaixo. 


1 : 
4 pode ser interpretado como o problema 


Definição 1.11 (combinação linear) Dizemos que v é combinação linear (CL) de 
V1, V2, . - - , Vp Se existem a1, Q2, . .., Qp E R tais que 


p 
vV = vi t Q2V2 +: + QpVp = J QiVi. 
P= 


Da definição segue de forma imediata que se v é múltiplo de vı então v é combinação 
linear (CL) de vı. Assim dois vetores numa mesma reta passando pela origem serão múltiplos 
entre si e um será combinação linear do outro. 

Vimos que a combinação linear de dois vetores não paralelos gera um plano (Figura 
da pJ1o). Assim w = su + tv significa que w pertence a este plano se, e somente se, w 
é combinação linear de u e v. Assim se o vetor b não pertence a este plano ele não é 
combinação linear de u e v. 


r+y—2z+w=1 
Exemplo 1.29 Determinar a solução do sistema z—y+w=-—?2 equivale a um 
z+w=1 
problema de combinações lineares. Explique. 


Solução: Resolver este sistema equivale a saber se existem z, y, z, w € R tais que z(1, 1, 0)+ 
y(1,—1,0) + z(—2,0,1) + w(1,1,1) = (1,—2,1), isto é queremos saber se (1,—2,1) é 
combinação linear de (1,1,0), (1, —1,0), (—2,0,1) e (1,1,1). E 


Exemplo 1.30 Considere u = (1,0,0) ev = (0,1,0) em Rê. Qualquer outro vetor no plano 
z = 0 será combinação destes dois. 


Solução: De fato (a,b,0) = a(1,0,0) + b(0,1,0). Ou seja, por exemplo, o vetor w = 
(3, —2,0) é combinação linear de u e v. O significado geométrico é que w está no plano 
passando pela origem determinado por u e v. E 
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Exemplo 1.31 O mesmo vetor é combinação linear de uma infinidade de vetores distintos. 
Por exemplo (3,3) = 3(1,1) +0(-2,-2) = 1(1,1) — 2(—2, —2). 

Por outro lado alguns vetores não podem ser obtidos como combinação linear de certos 
vetores. Por exemplo o vetor (3,4) não é combinação linear de (1,1) e (2,2) pois (3,4) # 
a(1,1)+8(2,2) para todoa,5 € R. De fato, igualando componente a componente, obtemos 


o sistema 
a+258=83 
a+28=4 


que é claramente (como a + 28 pode ser 3 e 4 ao mesmo tempo?) sem solução. 


Exemplo 1.32 Determine se: 
(a) u = (2,3,4) é combinação linear de v = (1,0,0) 
(b) u = (1,3,4) é combinação linear de v = (1,1,0) 


Solução: (a) Precisamos determinar a, 8 € R tais que (2,3,4) = a(1,0,0) + 5(1,0,1). 
Para isto precisamos resolver o sistema 


a+8 = 2 
0 = 3. 
B=4 
Como o sistema é claramente (como podemos ter 0 = 3?) sem solução, concluímos que u 
não é combinação linear de v e w. 
(b) Precisamos determinar a, 8 € R tais que (1,3,4) = a(1,1,0) + 8(1,0,1). Para isto 
precisamos resolver o sistema 


a+5B = 1 
—aq = 3. 
B =4 
O sistema possui solução única com a = —3 e 8 = 4. Portanto, u = —3v + 4w. E 


Observação 1.15 (Combinações Lineares e Sistemas) Os exemplos anteriores mos- 
tram que para determinar se um vetor é combinação linear de outros vetores (ou não) 
precisamos resolver um sistema linear. 


Definição 1.12 (espaço gerado) O espaço gerado pelo conjunto de vetores 


(vi, V2;,..., Vp}, denotado por (vı, V2,...,Vp)} ou ainda (em inglês e em diversos livros) 
por span (vi, V2,..., Vp}, é o conjunto de todas as combinações lineares de v1, V2,... , Vp. 
Portanto, 


p 
(Vi Ness Vp) = Span {vi V2,- Vp} = Dom 
i=1 


ER moh 


Definição 1.13 (conjunto gerador) O conjunto ordenado! {v;,v2,...,Vp} gera (é 
conjunto gerador de) W se W = (v1, vo,...,Vp). 


Veja nota na p[72] 
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Exemplo 1.33 O espaço gerado por (1,0) e (0,1) são todos os elementos de R? pois dado 
(a,b) € R?, (a,b) = a(1,0)+b(0,1). Escrevemos que ((1,0), (0,1)) = R?. De forma análoga 
((1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)} = R8. 


Exemplo 1.34 O espaço gerado por { (1,1,1), (—1,—1,—1)} é igual ao gerado por {(1,1,1)}, 
a reta passando pela origem com direção (1,1,1). Neste caso dizemos que o vetor (—1, —1, —1) 
é redundante (não acrescenta nada) ao conjunto gerador {(1,1,1),(—1,—1,—1)}. Utili- 

zando a notação temos que ((1,1,1),(—1,-1,—1)) = ((1,1,1)) = ((—1, —1, —1)). 


Exemplo 1.35 Mostre que são iguais ao plano x = 0 em R$: 


(a) ((0,0,1),(0,1,0)); (b) ((0,1,1),(0,1,0)). 


Solução: Um ponto qualquer deste plano é da forma (0,a,b). 
(a) É verdade pois (0,a,b) = a(0,1,0) + b(0, 0, 1). 
(b) É verdade pois (0,a, b) = a(0,1,1) + (b — a)(0,0,1). E 


Exemplo 1.36 Considere os vetores u,v e w. Suponha que v = 2w — 3u. Prove que 
(u, v,w) = (u, w). 


Solução: É claro que se b € (u, w) então b € (u, v, w) (porque?). 
Mas se b € (u, v, w), b = au+bv+cw. Como v = 2w—3u, b = au+b(2w—3u)+cw = 
(a — 3)u + (2b + c)w, ou seja, b € (u, w). E 
Vamos motivar o conceito de (in)dependência linear com 2 exemplos geométricos. 


Exemplo 1.37 Vamos ilustrar três casos típicos de conjuntos gerados por 1,2 e 3 vetores, 
que geram, respectivamente, uma reta, um plano e um espaço tridimensional: 


1 vetor 2 vetores 3 vetores 


Exemplo 1.38 Pode ocorrer, no entanto, de um dos vetores ser “redundante” (desnecessá- 
rio), e o espaço gerado por 2 vetores ser uma reta ou por 3 vetores ser um plano: 


2 vetores 3 vetores 


Lema 1.14 Dados vetores vı, V2,...,Vp, com p > 1, existe um vetor que é combinação 
linear dos outros se, e somente se, existem t1,...,tp E R com pelo menos um deles não-nulo 


e 3 tivi = 0. 
g= 
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Prova: Vamos provar para p = 3 para facilitar notação. Se, digamos, vo = avı + bvs, 
então O = avı — Ivo + bv3. 

Se existem ty,to,ts E R com, digamos, t3 Æ 0, O = tivo + tovo + tavs e portanto 
V3 = — tı /t3V2 = to/t3V3. E 


Este lema mostra que O pode ser expresso como CL não-trivial dos v; s. se, e somente 
se, um dos vetores é combinação linear dos outros, isto é, se e somente se um dos vetores 
V1, V2,..., Vp é “redundante” (pode ser eliminado da lista). 


Definição 1.15 (linearmente dependente independente) Os vetores v1, V2,...,Vp 
são ditos linearmente dependentes (abreviamos por LD) se existem ty,...,tp E€ R com 
pelo menos um deles não-nulo e 
p 
no tivi = 0. 
p= 


Pelo Lema V1, V2,...,Vp com p > 1 será LD se, e só se, um dos vetores é combinação 
linear dos demais. 
Caso contrário, dizemos que o conjunto é linearmente independente (abreviamos por 


Pp 
LI). Mais explicitamente, se X tvi = 0 ento tı = t2 =: = tp =Q. 
=| 
Assim (exemplo anterior) se, por exemplo, v = 2w — 3u, então como 0 = —3u — v + 2w 


o conjunto fu, v,w) é LD. 


Exemplo 1.39 Determine condições para que seja LI: 
(a) o conjunto unitário {u}; (b) o conjunto (u, v} 


Solução: (a) Para ser LD devemos ter tu = O com t 0. Isto é possível se, e somente se, 
u = 0. Assim basta que u 0. 

(b) Para ser LD devemos ter su + tv = 0 com t ou s diferentes de zero. Supondo t # 0 
(caso contrário o raciocínio é análogo), v = —(s/t)u, ou seja, v é múltiplo de u. Assim 
basta que não sejam múltiplos entre si para que o conjunto seja LI. E 


Se um vetor v € 8 é combinação linear dos demais vetores de 5, então o espaço gerado 
por B e por B — {v} (conjunto 5 sem o vetor v) é o mesmo. Ou seja, o vetor v é 
redundante em $ pois não acrescenta nada ao espaço gerado por 5. Pelo Lema[1.14]da 
p/16]o conjunto 8 é LD. 


Exemplo 1.40 Mostre que o conjunto ((1, —2,1),(1,0,1),(1,1,1)+ é LD. 


Solução: O conjunto é linearmente dependente pois (1, —2, 1) = 3(1,0,1)—2(1, 1,1). Assim 
(1,—2,1) é redundante. Desta forma ((1, —2,1),(1,0,1),(1,1,1)) = ((1,0,1),(1,1,1)). 

Neste mesmo conjunto, o vetor (1,1,1) é redundante pois (1,1,1) = —1/2(1,-2,1) + 
3/2(1,0,1). Portanto, ((1, —2, 1), (1,0, 1), (1,1, 1)} = ((1,-2,1),(1,0,1)). E 


Exemplo 1.41 Considere a caixa retangular e os vetores u,v,w,xX,Y,Z, representados na 
Figura[1.8, Determine se são Lis ou LDs os conjuntos: 

(a) lu, vw); (b){w,z}; (Jtviyizy (d) {vz}; (e) {uy}; 

(f) {vx yy (E) {v:w.z}; (h){u,v,y}; (i) {u,v,w,x}. 
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Figura 1.8: Vetores em um Cubo 


Solução: 

São LIs os conjuntos (a) fu, v, w}, (b) {w, z}, (c) {v, y, z}, (d) {v, z}. 

São LDs os conjuntos (e) {u, y } pois u = —2y, (f) {v,x, y} pois x+ v = 2y, (g) {v,w, z} 
i) 


pois w + 2z = v, (h) {u, v, y} pois u = —2y, (i) {u, v, w, x} pois v+u +x = 0. E 
Definição 1.16 (dimensão) Dizemos que o espaço gerado H = (wi, Vo,...,Vp) possui 
dimensão p se o conjunto (vi, V2, .. . , Vp} é LI. 


Observação 1.16 Uma questão sem resposta aqui é se isto define, de fato, um único 


número. Ou seja, será que sempre que H = (v1, V2,..., Vp) = (U1, U2,..., Ug) com 
(vi, V2, ..., Vp} € (uy, U2, .. ., Ug} Lls, temos que p = q? Veja prova que sim no Corolá- 
rio[8.23 da p63 


Para se determinar a dimensão do espaço gerado deve-se eliminar os vetores dependentes 
(redundantes) do conjunto de vetores. 


Exemplo 1.42 Determine a dimensão de: 


(a) ((1/2, 2, =I}; (=, —4, 2)); (b) (1,0, 0), (0, 1,0), (0 
(c) (1,1,1), (1,0,1),(0,1,0)); (d) ((0, 1,0,0), (0,0, 1,0), 


Solução: (a) O espaço gerado é a reta passando pela origem paralela ao vetor (1/2,2,—1) 
(ou (—1, —4,2), que é a mesma reta). Neste caso o espaço gerado possui dimensão 1. 
Portanto, ((1/2,2, —1), (—1, —4, 2)) = ((1/2,2,—1) = ((—1,-4,2)). 

(b) O espaço gerado é igual a todo o R? pois dado (a,b,c) € Rê, (a,b,c) = a(1,0, 0) + 
b(0,1,0) + c(0,0,1). A dimensão é 3. 

(c) Como, (1,1,1) = (1,0, 1)+(0,1,0), ((1,1,1), (1,0, 1), (0,1,0)) = ((1,0,1),(0,1,0)). 
Assim a dimensão é 2. 

(d) Pode-se verificar que o conjunto é LI pois fazendo uma combinação linear deles obtemos 
(0,a,b,c) = (0,0,0,0). A única forma disto ocorrer é sea = b = c = 0. Logo a dimensão é 
3, igual a um subespaço de dimensão 3 do Rf perpendicular ao eixo x. E 


Exemplo 1.43 Considere três vetores u,v,w no Rº. Se eles forem Lls, eles gerarão um 
subespaço de dimensão 3 que será necessariamente igual a todo o Rê. Se um for combinação 
linear (LDs) dos outros, digamos que w = au+ 8v, ele será redundante; desta forma (u, v, w) 
será igual a (u,v). Agora, conforme análise anterior, o espaço gerado será reduzido a um 
plano, reta ou ponto. 
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Observação 1.17 (localizando pontos) Pontos numa reta fixa em R? ou R? podem ser 
localizados por um único parâmetro. Isto também é verdade para curvas. Assim localizamos 
um ponto em uma certa estrada (que é uma curva em R$) pelo seu quilômetro. Já pontos 
num plano, ou de forma mais geral numa superfície, são localizados por dois parâmetros. 
Na superfície da terra por latitude e longitude por exemplo. O número de parâmetros 
necessários será chamado de dimensão. Assim dizemos que uma reta ou curva possui 
dimensão 1 e um plano ou superfície dimensão 2. 


O espaço gerado é, geometricamente, reta, plano e generalizações passando pela origem. 
Mais precisamente, se u Z 0 e v não é múltiplo de u, (u) é uma reta passando pela 
origem e (u,v) é um plano passando pela origem. O espaço gerado transladado é, 
geometricamente, reta, plano e generalizações passando pelo ponto de translação. Assim 
dado um vetor w qualquer, E o (u) é uma reta e w + (u, v} é um plano, ambos passando 


por w. Vimos isto em R? e R? na Seção [1.2] da pl 5| Vamos generalizar agora. 


1.3.2 Espaço Gerado por 1 Vetor e Retas em R” 


Vimos (na pfr) que dado u O e um vetor w qualquer a equação w + tu é uma reta. 
Utilizando a notação de espaço gerado, a equação paramétrica da reta em R” é dada por 
r = w + (u), onde u é uma direção paralela à reta e w o vetor translação. 

Vimos (na p[12) que em R? precisamos de um sistema com pelo menos 2 equações 
cartesianas para determinar uma reta. O caso geral de equações cartesianas de reta em R” 
será visto no Capítulo Sistema Linear (p27), onde se entenderá porque retas em Rt, por 
exemplo, são determinadas por um sistema com pelo menos 3 equações. 


Exemplo 1.44 Determine equações paramétricas para a reta (em Rf): 
(a) que contém o ponto (2,3,4,5) e é paralela ao vetor (—1, 1, —1, 1); 
(b) que contém os pontos (1,2,1,2) e (3,4,3,4); 

r—-w=2 
(c) (x,y,z, w) € Rº tais que y—-z=3 
z—2w=1 


Solução: (a) A reta é (2,3,4,5) + t(—1, 1, —1, 1). 
(b) Calculando u = (3,4,3,4) — (1,2,1,2) = (2,2,2,2), paralelo à reta. Assim a reta é 


(1,2,1,2) + t(2,2,2,2). Note que poderíamos ter calculado u = (1,2,1,2) — (3, 4,3,4) = 
(—2,—2, —2, —2) e obteríamos a mesma reta, embora com representação distinta, 
(1,2,1,2) + t(—2, —2, —2, —2). Utilizamos w = (1,2,1,2) mas poderíamos ter tomado 
(3,4,3,4). Assim, fazendo todas as combinações, representam ainda a mesma reta, 
Basa str, DeQASA DD, 

(c) Tomando = t, obtemos quez=2+l,y=z+3=t+4r=w+2=t+2. 
Assim a reta (x,y,z, w) = (2,4,1,0) + t(1, 1,2,1). E 


Exemplo 1.45 (a) Determine se o ponto (1,1,1,2) pertence à reta (1,0, —1,0)+((2,1,2,1)). 
(b) Determine se (1,2,1) + ((2,—6,4)) = (0,5, —1) + ((—1, 3, —2)). 


Solução: (a) Queremos saber se existe t € R tal que (1,1,1,2) = (1,0,-1,0)+t(2,1,2,1). 
Isto determina o sistema 


1+2t = 1 
t = 1 

me dh = 1 
t = 2 


20 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO À ÁLGEBRA LINEAR 


Como ele não possui solução (t = 1 e t = 2?), o ponto não pertence à reta. 
(b) Queremos saber se para um s dado, existe t tal que (1,2, 1)+s(2, —6, 4) = (0,5, —1)+ 
t(—1,3, —2). Isto determina o sistema linear 


—t = 1 + 2s 
dt = —3-—6s. 
—2t = 2 + 45 
Da primeira equação obtemos que t = —1 — 2s. Verifique que isto satisfaz as outras duas 


equações. Portanto é a mesma reta. 

Uma solução mais geométrica é observar que ambas são translação da reta ((—1,3, —2)) 
pois (2,—6,4) = —2(—1,3, —2). Além disso o ponto (1,2,1) € (0,5,-1) + ((-1,3, —2)) 
(verifique isso!). E 


Exemplo 1.46 Determine equações cartesianas para a reta (em Rt) (1,0, 1, 0)+t(2, —1, 1,3). 


Solução: Como x = 1 + 2t, y = —t, z = t e w = 3t, temos (fixe t = z): 
xr—2z=1 
y+z=0 
—3z+w=0 


Observação 1.18 A caracterização de reta através de equações paramétricas independe 
da dimensão do espaço ambiente. Desta forma uma reta em R?, RÌ, Rt, etc. é sempre 
da forma w + tv. Por contraste, precisamos de uma equação cartesiana para caracterizar 


uma reta em Rº, 2 equações em R?, 3 equações em Rt, etc. 


Observação 1.19 A forma paramétrica não é única. 
Dada reta r = {w + tu; t € R} podemos substituir u por um múltiplo não-nulo qualquer 
v=3uouv=-6u e obter a mesma reta r = {w + sv; s € R}. Por outro lado, dado 
z € r qualquer, como z — w é paralelo ao vetor u (faça um desenho), r = {z + tu; t € R} 
(podemos substituir w € r por outro vetor qualquer que pertença à reta. 


1.3.3 Espaço Gerado por 2 Vetores e Planos no R” 


Vimos (na pJ10) que dados dois vetores u e v não nulos e não paralelos (Definição [L5]da pB), 
e um vetor translação w qualquer a equação w + tu + sv é um plano. Utilizando a notação 
de espaço gerado, a equação paramétrica do plano em R” é dada por II = w + (u, v}. 

Vimos (na p/o) que uma equação cartesiana determina um plano em Rê. Vamos ver através 
de exemplos que em Rº precisamos de um sistema com pelo menos 2 equações cartesianas 
para determinar um plano. O caso geral de planos em R” será visto no Capítulo Sistema 
Linear (p!27) onde se entenderá porque planos em RŽ, por exemplo, são determinadas por 
um sistema com pelo menos 3 equações. 


Exemplo 1.47 Determine pontos do plano cuja equação paramétrica é 
(1120) +U=La= LD ASIA): 


1.3. COMBINAÇÕES LINEARES E ESPAÇOS GERADOS 21 


Solução: Colocamos t = s = 0 para obter o ponto (1,1,2,0). Colocando t = 0, s= 1 
obtemos (1,1,2,0) + (1,1,1,1) = (2,2,3,1). Colocando t = 1, s = 0 obtemos a 1,2,0) + 
(—-1,2,-1,1) = (0,3,1,1). Colocando t = 1, s = —1 obtemos (1,1,2,0) +(—1,2,-1, i= 
(LLI = (1200. 


Exemplo 1.48 Considere u = (1,-2,1,1,1),v = (2,2,0,1,1). Verifique se (1,2,3,4,5) + 
(u, v) é um plano em Rº. 


Solução: Os vetores u e v não são múltiplos entre si. Podemos verificar isto comparando 
as primeiras entradas: uma teria que ser o dobro do outro. Mas as outras entradas não são 
o dobro entre si. Logo é um plano. E 


Exemplo 1.49 Determine se o ponto (1,1,1,1) pertence ao plano 
(2,2,2,2) PULO AO ,0,1)). 


Solução: Queremos saber se existem s,t € R tal que (1,3,1,3) = (2,2,2,2)+s(1,0,1,0) + 
t(0,1,0,1). Isto determina o sistema 


2+s = 1 
2+t = 3 
2+s = 1º 
2+t = 3 
A solução é s = —1 e t = 1. Portanto o ponto pertence ao plano. E 


Exemplo 1.50 Determine equações paramétricas para o plano (em Rº): 

(a) que contém o ponto (1,2,3,4) e é simultaneamente paralelo aos vetores (2,3,5,7) e 
(0,1,0,1). 

(b) que contém os pontos (2,2,2,2), (3,3,3,3) e (4,0, 4,0). 

(c) que contém os pontos (1, —1, 1, —1) e (2,3,4,5) e é paralelo ao vetor (2, —3, 4, —5). 


Solução: (a) O plano é (1,2,3,4) + t(2,3,5,7) + s(0, 1,0,1). 

(b) Tomando w = (2, 2,2,2), u = oaas Liers Aiar 
(2,-2,2, —2). Logo o plano é w + tu + sv. 

(c) Tomando w = (1, —1,1,—1), u = (2,3,4,5) — w = (1,4,3,6) e v = (2, —3, 4, —5). 
Logo o plano é w + tu + sv. E 


1.3.4 Espaço Gerado por 3 ou Mais Vetores 
Já vimos que (Exemplo [1.39] da pJ1T): 
e {u} é LI se, e somente se, u Z 0. 
e {u,v} é LI se, e somente se, u e v são não nulos e não paralelos. 


Assim o espaço gerado por p vetores Lls u1, us,...,u, é uma reta se p = 1 e um plano se 
p= 2. Vamos generalizar para p > 3. 

A combinação linear de p vetores Lls u,,us,...,u, gera um subespaço passando pela 
origem. Adicionando um vetor translação w a este subespaço obtemos a equação w + tiu + 
tous +---+tpvp onde t; ER, comi =1,...,p, são p variáveis independentes. Utilizando 
a notação de espaço gerado, a equação paramétrica é dada por w + (u,, u5,...,U,). 
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Exemplo 1.51 Determine equações paramétricas para o conjunto solução (x,y,2,w,q) € 


| Š Sape d 
Rº do sistema: À EE EEEN g 
v—q=0 


Solução: São 5 variáveis e 2 equações: podemos introduzir 5— 2 = 3 parâmetros r, s,t € R. 
Assim tomando z = r, w = s,q =t, £ = 2+q = 2+t, y = r+z—w-—1 =2+t+r-s-1 = 
t+r—s+1. Logo a solução é (2,1,0,0,0) +r(0,1,1,0,0)+s(0, —1,0,1,0)+t(0,1,0,0,1). 


E 
Exemplo 1.52 Identifique se é reta, plano etc. o conjunto: 
Dis me (LT O DI 
Solução: É uma reta em Rt embora seja gerado por 3 vetores. Isto porque (2,2,2,2) = 
2(1,1,1,1), (3,3,3,3) = 3(1,1,1,1). Desta forma; 
MTL DD AE IT n 
Portanto a caracterização geométrica de S = w + (u1, U2, . . . , Up} depende não do valor 


de p, mas de quantos vetores são Lls. Assim se: 
e p= 0, S é um ponto; 
e p= 1, S é uma reta ou ponto; 
e p=2,S é um plano, uma reta ou um ponto; 


e p = 3, S é a translação de um subespaço de dimensão 3, um plano, uma reta ou um 
ponto; 


e p= k, S é a translação de um subespaço de no máximo dimensão k. 


É intuitivamente óbvio que em R? qualquer conjunto de 3 vetores será LD pois caso 
contrário geraria um subespaço de dimensão 3. Do mesmo modo em R°, qualquer conjunto 
com 4 ou mais vetores é LD pois caso contrário geraria um subespaço de dimensão maior que 
4. 


Por outro lado, para que um conjunto de vetores gere todo o R? deve ter pelo menos 2 
vetores, caso contrário gerará somente uma reta ou ponto. Para que gere todo o Rº deve ter 
pelo menos 3 vetores, caso contrário gerará somente plano, reta ou ponto. 

Concluímos que em R”: 


e um conjunto com mais de n vetores é LD; 


e um conjunto com menos de n vetores não gera R”; 


e um conjunto de n vetores gera R” se, e só se, é LI. 


1.4 Exercícios de Introdução à Álgebra Linear 


1.4.1 Exercícios de Fixação 


Fix 1.1: Determine se é ponto, reta ou plano o conjunto representado pela(s) equação(ões): 
(a)x=4emR?, (b)rz=-lemR; (c)y=3 em R; 
(d)r+y=2emR?; (e)x-— y= -—1 em R; 
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(O (002, mR; (9 [505º emR (S7 eR: 
Fix 1.2: Quando representamos vetores como setinhas: 

(a) dois vetores iguais são necessariamente (coincidentes, paralelos); 

(b) fazendo produto por k > 1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor) 
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto). 

(c) fazendo produto por k = —1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor) 
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto). 

(d) fazendo produto por k < —1 obtemos vetor com (mesmo, maior, menor) 
tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto). 

(e) fazendo produto por k, com —1 < k < 0, obtemos vetor com (mesmo, 
maior, menor) tamanho e com (mesmo sentido, sentido oposto). 


Fix 1.3:A a interseção da reta 3y — 2x = 5 com o 
(a) eixo z é ; (b) eixo y é 
Fix 1.4: A equação paramétrica da reta 
(a) r=3é ; (b)y=-—1é ' 
Fix 1.5: Determine se é combinação linear de (2,0) e (0,2): 
(a) (0,0); (b) (1,0); (c) (4,6). 


Fix 1.6: Determine se é ponto, reta ou plano: 


(a) ((1,2,0,0),(2,4,0,0)) + (2,1,2,2); (b) ((1,2,0,0), (0,1,0,0)) + (0,0,0,0); 


(c) ((1,1,1,1)) + (0,0,0,0); (d) ((0,0,0,0)) + (1,1, 1, 1); 
Fix 1.7:Se u é combinação linear de v e w, então necessariamente u pertence: 
(a) à reta gerada por w? (b) ao plano gerado por v e w? 


Fix 1.8:Seja S um conjunto com 5 vetores em R”. Determine se é verdadeiro ou falso: 


(a) se n = 3, então S é sempre LD; (b) se n = 4, então S sempre gera Rº. 


1.4.2 Problemas 


Prob 1.1: Determine equações paramétricas para as retas (em R°): 
(a)y — 2r =5; (b)y= -1. 
Prob 1.2: Determine equações cartesianas para as retas (em R?): 


E DO pu Dica ia 


Prob 1.3: Determine equações paramétricas para as retas (em Rº): 


Done ue ao 


Prob 1.4: Determine equações paramétricas para a reta (em R°): 
(a) que contém os pontos (2, —3, —1) e (1, 2, 1); 
(b) que contém o ponto (—1, 2, —1) e é paralela ao vetor (0, 0, 1); 
(c) que pertence ao plano x — y = z — 1 e ao plano 3z — y + 1 = z. 


Prob 1.5: Determine equações cartesianas para as retas (em R°): 


xr=2t—1 TER x= 5t— 1 = 
()qu=-t ; (by y=-3; (c) 4 y=6t+2 ; (d) 4 yst. 
z=3t+2 Z= z=—t-—1 2=0 


Prob 1.6: Determine equações paramétricas para os planos (em Rº): 
(a)zty—-z=2 (b)y-z=0. 
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Prob 1.7: Determine equações cartesianas para os planos (em Rº): 
v=s+t q=t v=2s8+2 
(a) 4 y=s—t à bs ae (es g=d = s 
z=45-2t-—2 Z2=8 z=4s-—-2t+1 
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(d) 4 y= 


= 6 


Prob 1.8: Considere a reta r = (1,2, 1)+((1,0,1)), o plano Ih = 


o plano I = ((x,y,2z) € 
(a) relh; (b)rell; (c) Ie Il. 

Prob 1.9: Determine equações paramétricas para o plano (em 
(a) (1,0,1), (0,1,1) e (—1,0,0). 
(b) (3,0, 
(c) (1,3,2) e 


(—1,2,1) e é paralelo ao vetor (1, —1, —1). 


—1) e é simultaneamente paralelo aos vetores (2, 


(2,0,0)+((2,0,2), (1,0,0)), 


R| x +z = 0}. Determine as interseções entre: 


R3) que contém o(s) ponto(s): 


je (bu) 


(d) (—3,1,0) e a reta de equação paramétrica 


Prob 1.10: Considere a reta r = (1,2,0,0) + t(0, 1/2, 1, 
(a) três pontos distintos de r; 


g=t+1 
y=1-t. 
z=t-1 
—1). Determine: 


(b) se (1, 4, 4, —4) Er 


(c) se (1, 4, 3, 2)E€r; (d)ser= (1, 4, 3, 2)+ s(0, 1/2, 1, —1); 

(e) ser = (1, 4, —4, 4) + s(0, —2, —4, 4). 
Prob 1.11: Considere o plano TI = (1,1,2,0) +t(—1,2,-1,2) + s(1,1,1,1) em Rt. Deter- 
mine: 

(a) quatro pontos distintos de II; (b) se (2,5,3,4) € TI; 

(c) se (1,1,3,3) € TI; (d) se H= (1,1,3,3) +((—1,2,-1,2),(1,1,1,1)). 
Prob 1.12: Determine uma equação paramétrica para: 

(a) {(x,y,z,w) E€ RÎ| x — y + 3z — 2w = 4}; (b) {(£z,y,z,w,u) € R| z — 3u = 5}. 


Prob 1.13: Determine por inspeção se é LI: 

(a) 10522,3) CLAD b {1,2 13); (3;=6,=3,9¥} 

(c) {(1, 2), (2,1), (3,3)}; (d) {(1, 2,3,4, 5), (0,0,0, 0,0), (5, 4,3,2, 1)}. 
Prob 1.14: Determine se: 


(a) (1,2,3,5) € ((1,2,3,4)); (b) (—1,0,0) € ((2,1,1),(3,1,1)); 
(c) (—1,0,2) € ((2,1,1),(3,1,1)); (d) R? = ¢((0, 1,0), (1,0,1), (0,0, 1)) 
(e) ((2,1,2)) = ((2, —1, 2)). 

1.4.3 Extras 


R”. Determine se é verdadeiro ou falso: 
(b) se n = 3, então S pode gerar o Rº; 


Ext 1.1:Seja S um conjunto com 5 vetores em 
(a) se n = 7, então S é sempre LI; 


Ext 1.2: Determine equações paramétricas para os conjuntos: 
2x — 3y + 5z = 1 
2 3. 
R?; of Danai m R°; 
R3; (d) 3z -— 2z -—5 = 0 em R; 
Ext 1.3: Determine se é ponto, reta ou plano: 


(a) £ = 3 em 


(c) z — 2y = 1 em 


(a) (1,2,1,2,1) + ((0,0,0,0,0),(-1,2,1,2,1))) 
(b) (1,2,1,1) + (1,2,1,3), (1,2,1, 4))}; 

(c) (1,2,1,1) + ((1,1,1,1), (0,2,0,2),(1,3,1,3))): 
(d) (2,0,2,0) + ((1,2,0,0),(1,1,1,0),(0,0,0,0)); 
(e) (0,0,0,0) + ((0,0,0,0))); 

()v-+(u,-u,3u) comu 0 
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1.4.4 Desafios 


Des 1.1: Um truque de mágica bem conhecido é a fuga de uma caixa completamente fechada. 
Vamos ver como isto é possível em Rº. 
No plano é impossível fugir de dentro de um quadrado sem atravessar uma das arestas. No 
entanto, em Rê, podemos fugir do quadrado subindo (na direção perpendicular ao quadrado); 
andando paralelamente ao quadrado para fora dele; e descendo(na direção perpendicular ao 
quadrado) retornando ao plano que contém o quadrado mas no lado de fora dele. Desta forma 
saímos de dentro do quadrado sem atravessar nenhuma das arestas. 
Utilizando esta ideia, considere o cubo C C Rº definido por C = {(x,y,z,0) € Rt; |z| < 
1, ly] < 1, |z| < 1}. 

(a) Faça definição análoga em R? do quadrado e esboce o conjunto. 

(b) Descreva a parametrização de uma curva que comece em (0,0,0,0) € C e termine 
fora de C. 
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO À ÁLGEBRA LINEAR 


Capítulo 2 
Sistema Linear 


Neste capítulo apresentamos: 


aplicações de sistemas lineares; 


(c) operações elementares em matrizes e sistemas equivalentes; 
(d) algoritmo da eliminação de Gauss de escalonamento de matrizes; 


como determinar se um sistema possui solução única, infinitas soluções ou nenhuma 
solução. Caso possua solução, qual é a solução (se única) ou a parametrização do 
conjunto-solução (se infinitas). 


(f) interpretações do produto matriz-vetor implicando em diferentes interpretações de so- 
luções de um sistema linear. Em particular interpretação geométrica da solução de 
sistemas em qualquer dimensão. 


2.1 Aplicações de Sistemas Lineares 


Sistemas lineares aparecem em diversas aplicações na Física, Química, Engenharia e em pro- 
blemas da própria Matemática. Vamos apresentar diversos exemplos que servem de motivação 
para este estudo. O Exemplo ?? não sugere necessidade de muitas (milhares de) variáveis e 
foi incluído somente para contrastar com os outros. 


Exemplo 2.1 Há dois tipos de moeda indistinguíveis, exceto pelo peso. As de material X 
pesam 10 g cada e as de material Y, 20 g cada. Se um conjunto de 100 moedas pesa 1.25 
Kg, quantas são do material X? 


l zr + y = 100 


10x + 20y = 1250 


Exemplo 2.2 A combustão do propano produz dióxido de carbono e água. Encontre a, b, c 
ed de forma a balancear a equação da reação: a CsHg + b O2 —s c CO: + d HO. 


Versão 22.agosto.2012 07h 
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Balanço de C: 3a = c, balanço de H: 8a = 2d, balanço de O: 2b = 2c + d. São 3 
equações e 4 variáveis: 

3a +0b —Ic +0d = 0 

8a +0b +0c —2d = 0. 

0a +2b —2c —ld = 


© 


Exemplo 2.3 Existe uma única parábola y da forma y = az? + bx + c passando pelos 
pontos (0,1), (1,3), (2,4) e (3,9)? Caso não exista, qual a parábola que melhor aproxima 
estes pontos? 


(0,1) Ey => 1=4a(0?)+b(0)+c 
(L3) ey > 3=4a(1?)+b(1)+c 
(2,4)€y > 4=(2) +02) +c 
(3,9) Ey > 9=a(3)+5(3) +c 
Obtemos um sistema com 4 equações e 3 variáveis (a,b, c): 
0a +0b +ic = 1 
la +1b +lce = 3 
4a +2b +lc = 4 
9a +3b +lc = 9 


Exemplo 2.4 Determine a função cúbica da forma f(x) = az? + bz? + cx + d que melhor 
aproxima a função cos(x) nos pontos k; comi =1,...,N (N tão grande quanto se queira). 
Observe o exemplo anterior para obter: 


ak} +bk? +ck +d = cos(k) 


ak} +bky +cky +d = cos(ky) 


Exemplo 2.5 Queremos determinar a distribuição de temperatura no interior da placa re- 
presentada na Figura[2.1) sabendo a temperatura em volta desta placa, conforme indicado na 
figura. Para isto vamos utilizar um princípio físico que garante (de forma aproximada) que a 
temperatura em um vértice é igual a média das temperaturas dos quatro vértices mais próxi- 
mos. Deste modo, a temperatura a por exemplo é igual a (20 + 25 + b + d)/4. Procedendo 
desta forma obtemos 6 equações e 6 variáveis (a, b,c,d,e, f): 


4a—b-d = 45 
4b—a—c-e = 15 
4c—b— f = 25 
4d—e—a = 50 
4e—-b-d-f = 20 
4f—-c—e = 35 


Observação 2.1 Porque Resolver Sistema com muitas equações variáveis? 

No Exemplo podemos ter N (o número de pontos) tão grande quanto se queira. No 
Exemplo podia utilizar, ao invés de uma malha 4 x 5, uma malha 100 x 100 
(em torno de 10 mil variáveis). Ou então considerar a distribuição de calor em uma peça 
sólida, com três dimensões espaciais. Neste caso, utilizando um malha de 100 x 100 x 100, 
chegamos a cerca de 1 milhão de variáveis. 

Surge desta forma, naturalmente, a resolução de sistemas com muitas equações e muitas 
variáveis. 
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10º je E 15º 
15º 2 4º lo 


20º + + 25º 


25° 30° 


Figura 2.1: Placa Aquecida 


Exemplo 2.6 Determinar o fluxo de carros em ruas faz parte do planejamento urbano de 
uma cidade. Outros fluxos importantes são de água, corrente elétrica, mercadoria, ou bytes 
(internet). Nesses sistemas existem vias (ruas, canos, estradas ou fios) que transportam estes 
fluxos e que devem ser planejados de forma a suportar as capacidades. Estes problemas são 
modelados por sistemas lineares. Consulte livros de álgebra linear ou Wikipedia para detalhes 
sobre estes modelos. 


Exemplo 2.7 Foram realizadas medições de dados bidimensionais (por exemplo distância 
percorrida e consumo de combustível de um automóvel) obtendo-se N pontos (xi, yi) no 
plano. Sabendo-se que a relação deve ser linear, qual a equação da reta que melhor aproxima 
esta relação? 

Precisamos determinar a,b € R tal que a reta y = ax +b passe o mais perto possível (em 
sentido a ser precisado) de todos os pontos (z;, yi), como indicado na Figura A resposta 
é dada através do chamado método de mínimos quadrados (veja Sedã p[143), que 
busca solução aproximada (com menor erro) do sistema com 2 variáveis (a,b) e N equações: 


ax +b = y 
azy +b = Yy. 
Y, 


RY 


Figura 2.2: Reta Aproximada 


Exemplo 2.8 O vetor (0,6,10) é combinação linear de (1,2,3), (2,1,1) e (4, —1, —3)? 
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a(1, 2,3) + 8(2,1,1) + (4, —1, —3) 


= (0,20,30) + (26,8, 8) + (47, =y, —37) 
Precisamos saber existem a, B,y tais que _ (a +28 +47, 2a +8 — 7, 3a + 8 — 37) 
= (0,6,10). 
la +25 +4y = 0 
2a +18 -iy = 6 
34 +18 -3y = 10 


Destes exemplos concluímos que: 
e sistemas lineares modelam problemas bem distintos entre si; 


e problemas da Algebra Linear recaem na resolução de sistemas lineares de modo que 
as técnicas para resolvê-los nos acompanharão por todo o curso; 


e facilmente os sistemas podem ter milhares de variáveis — neste caso a teoria será 
fundamental para se entender as soluções que serão geradas por softwares de com- 
putação científica. 


2.2 Matrizes e Vetores do R” 


Definição 2.1 (matriz) Uma matriz A sobre um conjunto K (neste texto sempre K = R, 
mas pode-se ter K = C,Q, Z,N etc.) é um arranjo num retângulo m x n (m linhas e n 


colunas) de mn elementos a;i; EK (i=1,...,mej=1,...,n): 
Qil tr Qin 
A= 
Ami ``? Amn 


Escrevemos também que A = (aij), onde o número de linhas e colunas fica subentendido 
pelo contexto. 


Observação 2.2 Para lembrar da convenção que matriz m x n significa m linhas e n 
colunas observe que quando queremos localizar uma letra numa página (arranjo retangular) 
falamos que ela está na linha m, coluna n: é natural dizer a linha primeiro. 


Definição 2.2 (espaço das matrizes) Denotamos por Mmxn (Mmxn(K) seria mais pre- 


ciso) o conjunto das matrizes sobre K = R com m linhas e n colunas. 
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Vetor como Matriz com uma Coluna 
Vimos na Definição da pfi] que um vetor u € R” é representado por u = 
(ai, 49,...,Gn-1, an). Podemos representar o mesmo vetor u como um elemento de 
a 
a2 


Mnxı (matrizes com uma única coluna) por 
GAn—1 
an 
Faremos esta identificação entre vetores e matrizes com uma coluna (veja Lema [4.50] da 
p[122): R?” ~ Maxi. É fácil ver que esta identificação é uma bijeção entre os dois 
conjuntos. Por exemplo, determinamos o mesmo vetor v € Rt por v = (a,b,c,d) (uso 
a 


b ; a l ; É 
correto) ou v = (é um abuso de notação pois um vetor é uma n-upla e não uma 


matriz coluna). 


Observação 2.3 Alguns livros definem vetor do R” como uma matriz com uma coluna. 
Existem 2 problemas nessa abordagem: 

(a) pela Seção[4.7] da pJ119) vemos que o mesmo vetor, dependendo da base escolhida, será 
representado por uma matriz coluna distinta. 

(b) o R” é o produto cartesiano de R por ele mesmo n vezes, o que implica que seus 
elementos são n-uplas de elementos de R. 
Um vetor pode ser identificado com uma matriz com uma linha — faremos isto ocasional- 
mente para interpretar o produto matriz vetor — mas a convenção utilizada em todos os 
livros é como uma matriz com uma coluna. 


2.3 Interpretação de Sistemas em R, R? e R? 


Vamos discutir e interpretar geometricamente soluções de sistemas lineares em R (reta), 
R? (plano) e R? (espaço). Na Seção da pl56] retomamos a interpretação geométrica, 
generalizando-a para R”. 


2.3.1 Na Reta (R) 


O sistema mais simples que existe é o sistema 1 x 1 (1 variável e 1 equação): determine 
x ER tal que: 


{ ax =b 
Para resolvê-lo, consideramos três casos: 


(a) se a #0 então x = a™tb: sistema com solução única; 


(b) se a = b = 0 então qualquer x € R é solução: sistema com infinitas soluções; 


(c) se a = 0 e b £ 0 então nenhum a E R é solução: sistema sem solução. 


No ensino médio aprendemos a generalizar esta análise para sistemas 2 x 2 e 3 x 3 da 
forma Ax = b, com b € R? ou R$. Se det(A) Æ O (similar a condição a Æ O acima), então 
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existe solução única x = A`tb. Caso contrário, dependendo de condições que relacionam 
A e b, o sistema possui infinitas soluções ou não existe solução. 

Observação 2.4 Classificamos os sistemas lineares como sem solução, com solução 
única ou com infinitas soluções. No ensino médio utiliza-se outro vocabulário (que não 
utilizaremos): 


e sem solução: incompatível ou impossível ou inconsistente; 
e com solução: compatível ou possível ou consistente; 
e com solução única: (compatível ou consistente ou possível e) determinado 


e com infinitas soluções: (compatível ou consistente ou possível e) indeterminado. 


Observação 2.5 É utilizado como sinônimo de variável o termo incógnita. 


2.3.2 No Plano (R°) 


- Q11% T Q12 = b m = 
No sistema Y ( cada equação representa uma reta (rı e ro). Re- 
azz +azy = bə (rə), 


solver o sistema equivale a buscar interseções destas retas. Por outro lado o sistema pode ser 
escrito como 
a 12 bı 
x +y = 
a21 a22 2 


T Q11 v= Q12 b= bı 
1 di > V2 a22 , bo , 


resolver o sistema corresponde a determinar se existem x,y € R tais que 


Definindo vetores 


avityvo=b, 


ou seja determinar se b é combinação linear de vı e və. Na linguagem de espaço gerado, 
queremos saber se 
b E (v1, V2) E 


Interpretações da Solução de Sistema 2 x 2 

(a) Interseção de 2 retas (interpretação geométrica). 

(b) O vetor “lado direito” do sistema está no espaço gerado pelas colunas da matriz do 
sistema (interpretação algébrica). 


lx +ly = 


2 (rı) 
lx —ly = 0 (rə) 


Defina vı = | : | , V2 = | ; | Db = | | .A Figura 2 apresenta as duas interpreta- 


Exemplo 2.9 (solução única) Considere o sistema 


—1 0 
ções para a solução deste sistema, que possui solução única igual ao ponto (1,1): no lado 
esquerdo a interseção de duas retas, no lado direito observe que b é combinação linear única 
de vı e v2 (mais exatamente, neste caso b = lv, + 1v2). Assim b € (vi, V2). 
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Figura 2.3: Solução Única 


lr —2y = 2 (rı) 
9 


Exemplo 2.10 (sem solução) Considere o sistema oo do Es 


Defina vı = | | V2 = | 4 | b= | i: | . A Figura |2.4 apresenta as duas inter- 


pretações para a solução deste sistema, que é sem solução: no lado esquerdo duas retas 
paralelas (portanto sem interseção), no lado direito observe que b não é combinação linear de 
vı e vo pois ambos estão na mesma reta. Portanto qualquer combinação deles ficará nesta 
mesma reta. Assim b ¢ (vi, V2). 


V2 


Vi 
Figura 2.4: Sem Solução 
ET E le —2y = 2 (rm) 
Exemplo 2.11 (infinitas soluções) Considere o sistema di AMP e di? 
Defina vı = | E | V2 = | E | ,b = | k | . A Figura |2.5] apresenta as duas 


interpretações para a solução deste sistema, que possui infinitas soluções: no lado esquerdo 
duas retas coincidentes, no lado direito observe que b pode ser escrito de infinitas formas 
como combinação linear de vı e v2 pois os três estão na mesma reta. Por exemplo, b = 
Ovi — vo = 2v, + Ovo = vı — 1/2vo. O conjunto-solução nesse caso será (verifique!) 
((0,2) + t(1,—1) | t € R}. Na linguagem do Capítulo 1, o conjunto-solução é a reta 
(0,2) + ((1,—1)). Assim b € (v1, vo). 


lx +ly = 
Exemplo 2.12 (sem solução) Considere o sistema 4 Ox +ly = 
lx +0y = 


| 
SO OWN 
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Va 


R 


vi 
b 
Figura 2.5: Infinitas Soluções 
1 1 2 
Defina vı = | 1 |,v2 = | O0 |,b = | 0 |. A Figura |2.6| apresenta a interpretação 
0 1 0 


geométrica para a solução deste sistema, que é sem solução: são três retas que não se 
interceptam no mesmo ponto. Observe que b ¢ (vı, v2) (porque? prove isso). 


Figura 2.6: Sem Solução 


Vamos fazer um resumo do que fizemos do ponto de vista geométrico. Como cada equação 
da forma ax + by = c representa uma reta em R°, um sistema com 2 equações corresponde, 
geometricamente, a um dos três casos: 

(a) 2 retas (não-paralelas e não coincidentes) se interceptando num ponto: solução 
única, conjunto-solução é um ponto; 

(b) 2 retas paralelas não-coincidentes: sem solução, conjunto-solução é vazio; 

(c) 2 retas coincidentes: infinitas soluções, conjunto-solução é uma reta. 

Vamos ver, de forma sistemática, todas interpretações geométricas de um sistema com 3 
equações em R?. Convidamos o leitor a fazer os desenhos correspondentes. 

Partindo de 2 retas rı e rə não-paralelas e não-coincidentes, considere a ponto P = r;Nr» 
(interseção das retas): 

(a) terceira reta contém o ponto P: solução única, conjunto-solução é um ponto; 

(b) terceira reta não contém o ponto P: sem solução, conjunto-solução é vazio. Neste 
caso as 3 retas formam um triângulo (faça uma figura!); 

Partindo de 2 retas paralelas não-coincidentes: 

(c) independente da posição da terceira reta: sem solução, conjunto-solução é vazio. 
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Partindo de 2 retas coincidentes rı = rs: 


(d) terceira reta intercepta rı mas não é coincidente: solução única, conjunto-solução 
é um ponto; 


(e) terceira reta é coincidente a rı: infinitas soluções, conjunto-solução é uma reta. 


2.3.3 No Espaço (R°) 


Nesta seção convidamos o leitor a verificar cada interpretação representando os planos com 
folhas de papel, as mãos, paredes e chão da sala, etc. Isto é muito importante para 
desenvolver a intuição para o que se segue. Ajuda também representar o plano z = y em R? 
como a reta x = y em R? e colocar o eixo z saindo do papel. 


A equação ax + by + cz = d representa um plano em R°. Assim determinar a solução de 
um sistema com 2 equações corresponde, geometricamente, a determinar a interseção de 2 
planos. As possibilidades são: 


(a) 2 planos (não-paralelos e não coincidentes) se interceptando numa reta: infinitas 
soluções, conjunto-solução é uma reta; 


(b) 2 planos paralelos não-coincidentes: sem solução, conjunto-solução é vazio. 
(c) 2 planos coincidentes: infinitas soluções, conjunto-solução é um plano. 


Vamos ver, de forma sistemática, todas interpretações geométricas de um sistema com 3 
equações em R$. Partindo de 2 planos TI, e II; não-paralelos e não-coincidentes, considere a 
reta r = Il NI (interseção dos planos): 


(a) terceiro plano não é paralelo à reta r: solução única, conjunto-solução é um ponto; 


(b) terceiro plano é paralelo não coincidente à reta r: sem solução, conjunto-solução é 
vazio. Neste caso os 3 planos formam um prisma triangular (tente visualizar isto!); 


(c) terceiro plano contém a reta r: infinitas soluções, conjunto-solução é a reta r; 
Partindo de 2 planos paralelos não-coincidentes: 

(d) independente da posição do terceiro plano: sem solução, conjunto-solução é vazio. 
Partindo de 2 planos coincidentes Il, = Is: 


(e) terceiro plano intercepta Il mas não é coincidente: infinitas soluções, conjunto- 
solução é uma reta; 


(f) terceiro plano é coincidente a Il: infinitas soluções, conjunto-solução é um plano. 


Esta análise pode ser feita para 4 equações também. Na Seção[2.8] da p[56] apresentamos 
a interpretação geométrica de sistemas em R” com qualquer número de variáveis. Note que 
no R? o conjunto-solução pode ser infinito de 2 formas: um plano ou uma reta. 


36 CAPÍTULO 2. SISTEMA LINEAR 


2.4 Operações Elementares e Sistemas Equivalentes 


Definição 2.3 (matriz de coeficientes, matriz aumentada e lado direito) 
Considere o sistema, com m equações em n variáveis: 


atı atuo SS +ainčn = bı 
azı +Fazt2 ' Famin = bə 
Am1Tı Tamata paaie E E = bm 


Definimos como matriz de coeficientes, matriz aumentada (ou ampliada) e o lado direito do 
sistema acima as matrizes indicadas na figura abaixo. 


matriz aumentada ou ampliada 
| eee e 


GQ Qi2 ++" Qin bı 
Q21 Q22 ++: A2 b2 
ml Am2 “o Amn bm 


STO RR e 
matriz de coeficientes lado direito 


Note que a matriz de coeficientes possui m linhas en colunas que correspondem as m equações 
em n variáveis do sistema. 


Observação 2.6 E comum o abuso de linguagem “considere o sistema A”, onde A é a 
matriz aumentada do sistema a ser considerado. 


Quando a matriz de coeficientes possui algumas formas particulares, o sistema se torna 
extremamente fácil de ser resolvido. O primeiro caso é quando a matriz de coeficientes é 
diagonal: a solução do sistema é imediata. 


Definição 2.4 (matriz diagonal) A é diagonal se a;; = O para todo i £ j. 


3 00 0 
—10 0 0 1 0 0 -5 0 0 
Exemplo 2.13 São matrizes diagonais: 03 0,103], 0 00 A) 
0 0 —5 0 0 0 00 —3 
0o 00 0 
3 0 0| 5 
Exemplo 2.14 Resolva o sistema | 0 —2 0| 4 
0 0 1/-2 
321 = 5 
Solução: A matriz ampliada corresponde ao sistema: 4 —2x, = 4 . É fácil ver que o 
tg = —2 


: 5 
conjunto-solução é À G —2, -2) + E 
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Outro caso fácil é quando matriz de coeficientes é triangular. 


Definição 2.5 (matriz triangular superior) 4 é triangular superior se a;; = O para 
todo i > j. 


-1 1 7 5 2 3 12 0 -3 
Exemplo 2.15 É triangular superior: 03 2]|,]03ļ,|{0 -53 0 
0 0 —1 0 0 O 05 -1 


Observação 2.7 Existe definição similar de matriz triangular inferior, cuja definição 
deixamos para o leitor. 


z 


Quando a matriz é triangular superior a solução é calculada através da substitui- 
ção para trás. Começando-se da última equação, onde se determina a última variável, 
determina-se cada variável, sucessivamente, de trás para frente. 


3 1 3 2 
Exemplo 2.16 Resolva o sistema | 0 —2 1|-—5 
0 0 2|-—2 
311 +29 +323 = 2 
Solução: A matriz ampliada corresponde ao sistema: —2ťzə +z3 = —5 .Fa- 
2£3 = —?2 


zendo a Substituição para trás, calculamos primeiro x3 da última equação. Substituímos 
seu valor na segunda equação e obtemos xə. Finalmente, substituindo xı e zə na primeira 
equação, calculamos zı: 


213 = —2 => z3 = — 
—2r> +(—-1) = —5 => t2 = 2. E 
3x1 +2) +3(—-1) = 2 => t = 1 


Definição 2.6 (sistemas equivalentes) Dois sistemas (nas mesmas variáveis) são equi- 
valentes se têm o mesmo conjunto-solução. 


Exemplo 2.17 Os dois sistemas da Figura são equivalentes, embora com número de 
equações distintas, pois possuem o mesmo conjunto-solução {(1,1)}. 


A estratégia para Solução de Sistemas Lineares é transformar um sistema qualquer num 
sistema equivalente (mesmo conjunto-solução) “fácil”: 


e na forma escalonada (“tipo” triangular superior, ver Definição da pj41) ou 


e na forma totalmente escalonada (“tipo” diagonal, ver Definição da p/42). 


Para isto precisamos ver como gerar sistemas equivalentes utilizando as operações ele- 
mentares, que são efetuadas na matriz aumentada de um sistema. Estas operações podem 
ser vistas também como operações nas equações do sistema, embora quando efetuamos os 
cálculos fazemos as operações diretamente na matriz aumentada. 
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1 112 1 213 
1 410 1 -110 
3 já 
(0,2) 
(3) 
(1,1) 1,1) 
(2,0) (50) (3,0) 


Figura 2.7: Sistemas equivalentes 


Definição 2.7 (operações elementares) São operações elementares numa matriz (l; 
é a i-ésima linha): 
(a) trocar a ordem das linhas: (denotado l; <>» L): 


(b) multiplicar uma linha por k + 0: (denotado l; + kl;): 
= N = 


(c) substituir linha por sua soma com múltiplo de outra (denotado l; — l; + kl;): 


(d) descartar ou acrescentar linhas só de zeros: 


ER q 


e RE 


Definição 2.8 (matriz equivalente) Uma matriz A é equivalente a B se pode ser obtida 
por meio de uma sequencia de operações elementares. Denotamos A ~ B. 
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Lema 2.9 (sistemas e matrizes equivalentes) Sejam 4 e B matrizes aumentadas de 
dois sistemas (nas mesmas variáveis). Se as matrizes são equivalentes (A ~ B), então os 
sistemas correspondentes são equivalentes (possuem mesmo conjunto-solução). 


Prova: Cada uma das operações elementares efetuadas na matriz aumentada de um sistema 
corresponde a uma operação nas equações desse sistema que não altera o conjunto-solução: 

(a) trocar a ordem das linhas: trocar ordem das equações em um sistema não altera o 
conjunto-solução. 

(b) multiplicar uma linha por um escalar não-nulo: substituir a equação 4 = B por 
kA = kB. Isto não altera o sistema pois se 4 = B então kA = kB (isto é verdade mesmo 
se k = 0). Por outro lado se kA = kB, como k £ 0, multiplicamos os dois lados por k”! e 
obtemos que 4 = B. Portanto não alteramos o conjunto-solução. 

(c) substituir linha por sua soma com múltiplo de outra: substituir as equações (correspon- 
C E E por a E sau . Se C = D, como A = B, 
kA = kB para qualquer k (mesmo k = 0). Somando esta equação nos dois lados de C = D 
obtemos que C + kA = D + kB. Por outro lado, suponha que C + kA = D + kB. Como 
A = B, kA = kB para qualquer k. Logo subtraindo kA dos dois lados de C +k A = D+kB, 
obtemos C = D +kB -kA = D. 

(d) descartar (ou acrescentar) linhas só de zeros: eliminar (ou acrescentar) a uma equação 
sempre verdadeira (0 = 0), que não altera o conjunto-solução. E 


dentes a linhas i e j) 


Observação 2.8 Dessas operações podemos deduzir outras como por exemplo: “se duas 


linhas são iguais, uma delas pode ser descartada”. Isto porque o sistema B = E 
BrE C E 

equivale a B-B = C-C tomando k = —1 na operação (c). Portanto obtemos 
f BE = z p . 

o sistema O = 0’ Pela operação (d) este é equivalente a { B SG 


Deve-se tomar cuidado pois nem toda operação gera sistemas equivalentes. No próximo 
exemplo ilustramos um erro que não é comum mas serve para ajudar a entender o exemplo 
depois desse. 


Exemplo 2.18 Embora possamos substituir uma linha pela soma dela com outra, não po- 
demos fazer isto simultaneamente com duas linhas pois senão transformaríamos o sistema 


A=B A+C=B+D M ea , Set 
C=p ®™ 3 44C@= p4 p ` Mas este sistema é equivalente a 


{ A+C=B+D pela observação anterior. 


Vamos ver num caso particular. Considere À De E E : cujo conjunto-solução é 
: : 3r = 3 E . 
{(1,2)}. Somando as duas linhas simultaneamente obtemos À Eua — 3 cujo conjunto- 


solução é ((x,y) = (1,t);t € R}. 
Note que isto é diferente de substituir a primeira linha pela soma dela com a segunda 


obtendo À A E -oê depois substituir a segunda linha pela soma dela com a primeira 
obtendo l 5z - E : . Note que preservamos o conjunto-solução {(1,2)}. 
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O erro apresentado no exemplo anterior dificilmente é cometido. No próximo exemplo 
apresentamos um erro que ocorre com certa frequência com alunos que não aplicam uma 
operação elementar de cada vez. Ocorre quando substituímos sem ter um algoritmo. 


r+y+z = 3 
Exemplo 2.19 Considere o sistema y+z = 2 cuja solução única é x = y = z = 
r+y = 2 
1 1 1183 
1. Na forma matricial ele corresponde a | O 1 1/2 |. Vamos fazer simultaneamente 
110)2 | 
10 0 1 
he l-lo, lh l-l, l l3— lh, obtendo | —1 0 1| 0 |. Isto corresponde 
0 0 —1I/—1 
q = 1 
ao sistema 4 —x+tz = O cuja solução éx = z = 1 e y pode assumir qualquer valor. 
—2 = —1 
Portanto o conjunto-solução é {(x,y,z) = (1,t,1) = (1,0,1) + t(0,1,0), t € R}. Na 
linguagem do Capítulo 1, o conjunto-solução é a reta (1,0,1) + ((0,1,0)). Note que o 


conjunto-solução foi modificado. 


Observação 2.9 O último exemplo mostra a importância de sermos extremamente 
cuidadosos quando aplicamos as operações elementares, aplicando uma de cada vez. 


Antes de apresentar um algoritmo (Eliminação de Gauss p42) para resolver sistemas li- 
neares, vamos apresentar, através de um exemplo, a transformação de um sistema linear 
qualquer, utilizando somente as operações elementares, num sistema equivalente di- 
agonal, que pode ser facilmente resolvido. 


—] —2 —4 2 
Exemplo 2.20 Considere o sistema O —7 11—25 |. Fazendo |; — l + 3h, cal- 
3 13 4 16 


3 13 4 16 >n Ao. 
culamos yax SE =D A DJ = 4 3 —6 —12 6 eobtemos 
0 7T —8 22 
—]1 —2 —4 2 O —7 11 —25 
0 —7 11|—25 |. Fazendo lą + l3 + l calculamos + 0 7 -8 2 œe 
0 7T —8 22 0 0 3 —3 
—] —2 —4 2 1 —] —2 —4 2 
obtemos 0 —7 11|—25 |. Fazendo lą + =l, obtemos 0 —7 11|—25 
g de alces p 0 © il- 
=i A 9 
Para fazer l + lı + 4l} calculamos + 0 0 4 —4 . Para fazer l + l — 
—] —2 0 —2 
0 —7 11 —25 —] —2 0| —2 
111; calculamos + 0 O —11 11 . Obtemos então 0 —T 0|—14 |. Fa- 
0 —7 0 —14 0 0 1| —1 
1 —] —2 0/2 
zendo lə + -zb obtemos 0 10) 21. Fazendo h + h + 21, calculamos 


0 0 1|—1 
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-1 -2 0 -2 —-1 0 0) 2 
+ 0 20 4 e obtemos 0 1 0| 2 |. Finalmente fazendo |, + —l, 
== 00 2 0 0 1/-—1 
1 0 0ļ|-2 
obtemoso | 0 1 0| 2 
0 0 1|—1 
tı = —2 
Agora o sistema é diagonal e pode ser facilmente resolvido: 4 x) = 2 . Portanto 
z3 = —l1 


o conjunto-solução é {(—2, 2, —1)}. 


2.5 Resolvendo Sistemas Lineares 


O plano de ação para a solução de sistemas lineares é: 


e definir o que é a forma escalonada e forma totalmente escalonada de uma 
matriz; 


e apresentar o algoritmo de eliminação de Gauss que transforma uma matriz 
qualquer para forma escalonada ou totalmente escalonada. Também chamado de 
escalonamento. 


e resolver um sistema cuja matriz aumentada está na forma (totalmente) escalonada. 


2.5.1 Escalonamento 


Definição 2.10 (forma escalonada) Diz-se que uma matriz está (na forma) escalonada 
tipo” triangular superior) se: 


e o número de zeros no início de cada linha aumenta estritamente de uma linha 
para outra exceto se a linha é toda nula. 


e as linhas nulas, caso existam, são as últimas da matriz. 


Exemplo 2.21 Determine se estão na forma escalonada: 


4 -7 0 14 4 4 -7 0 -l4 4 

S OM ee O A e E 
0 00 -13 6 O 00 —13 6 
3707 1 4 -7 0 —14 4 
0142 4 0 04 0 —1 

Gatv rart Co md dd 
0000 0 0 00 —13 6 

Solução: (a) não; (b) sim; (c) sim; (d) não. E 


Definição 2.11 (pivô) São denominados pivôs os primeiros elementos não nulos de cada 
linha (não nula) de uma matriz escalonada. 
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Observação 2.10 (pivôs são de colunas distintas) Pela definição o número de pivôs 
é igual ao número de linhas não nulas. Como o número de zeros aumenta estritamente 
numa matriz escalonada, os pivôs ocupam colunas distintas. Assim o número de pivôs é 
menor ou igual ao número de colunas. Temos portanto que: 


número linhas não nulas = número de pivôs < número de colunas 


Exemplo 2.22 Na matriz abaixo são pivôs (indicados em negrito) 4,5, —13. 


4 -7 0 —14 4 
0 05 0 = 
0 0 0 -13 6 


Definição 2.12 (forma totalmente escalonada) Uma matriz escalonada está total- 
mente escalonada ou escalonada reduzida (“tipo” diagonal) se os seus pivôs: 


e são todos 1's e 


e são os únicos elementos não-nulos de suas colunas. 


Exemplo 2.23 Determine se estão na forma totalmente escalonada: 


1320 4 1 0 —1 0 0 
loco TE WT Zn 
0001 6 00 001 
1 -2 00 4 1 -7 00 4 
elo i 0 fa) do w si 
0 002 6 0 001 6 
Solução: (a) não; (b) sim; (c) não; (d) sim. E 


Vamos descrever o algoritmo de Eliminação de Gauss, também chamado de escalo- 
namento. Através dele, dada uma matriz 4 qualquer obtemos uma matriz B (totalmente) 
escalonada equivalente a 4. Ele é dividido em duas partes. 


Definição 2.13 (Eliminação de Gauss Parte |: Forma Escalonada) 


(a) p — (nº de linhas não nulas). 
(b) ke. 
(c) Enquanto k < p, repita: 


e Considere apenas as linhas lp, lk+1,.. . , lp- 


Identifique a coluna não nula mais à esquerda. 


Troque linhas para obter pivô não nulo. 


Anule entradas abaixo do pivô subtraindo de lk,1,...,lp múltiplos de ly. 


p & (nº de linhas não nulas). 
ke k+41. 
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Definição 2.14 (Eliminação de Gauss Parte Il: Forma Totalmente Escalonada) 
(a) Execute a Parte | do algoritmo. 
(b) Repita, para k =p, p—1,...,1: 


e Divida lą pelo seu pivô, tornando-o 1. 


e Se k > 1 anule entradas acima do pivô subtraindo de l4,...,ly-1 múltiplos de l.. 


Observação 2.11 Alguns livros chamam a Parte | de eliminação de Gauss e a Parte | 
+ Parte Il de eliminação de Gauss-Jordan. 


2 6 3 1 4 
6 3 —2 10 

—4 -12 -7 0 —10 
6 18 11 0 dá 


Vamos aplicar o algoritmo em detalhes na matriz 


Início da Parte l: Vamos escalonar a matriz. 

(a) p = 4. 

(b)ke1. 

(c) Início do primeiro laço. 

e Considere apenas as linhas l4, l2, l3 e ly (ou seja, todas as linhas). 

2 6 3 1 4 
2 6 3 —2 10 

—4 —12 -7 O —10 
6 18 11 0 14 


e Troque linhas para obter | pivô| não nulo (como o pivô não é nulo, não precisa fazer 
nada). 

e Anule as entradas abaixo do| pivô 2 , subtraindo de l2, l3, l4 múltiplos de lı. Fazendo 
21 6 3 1 4 


e Identifique a coluna não nula mais à esquerda: 


100 0-3 6 
lL + lə — l, l3 & l3 + 2h,l4 & l4 — 3l, obtemos: 00 -1 2 2 
00 2-3 2 
e p <| 4. 
ok). 
(c) Início do segundo laço. 
| | A 00 D=8 6 
e Considere apenas as linhas 2, 3 e 4 (ignore a primeira): 00129 
00 2-3 2 
= r no “OO To =3 6 
e Identifique a coluna não nula mais à esquerda: e. DE 25 
00 2-3 2 


e Troque linhas para obter pivô | não nulo: 


0 0 
0 0 0—3 6 
0 0 
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e Anule as entradas abaixo do | pivô | —1, subtraindo de l; e de l4 múltiplos de l2. Fazendo 


0 |=1 2 -2 


l4 + l4+2lə (l3 já está com entrada zerada abaixo do pivô) obtemos: 


fa) 
S 
o 
| 
=. w 
| 
No 


ep4. 
eke3. 
(c) Início do terceiro laço. 


e Considere apenas as linhas 3 e 4 (ignore a primeira e a segunda): 


D 
D 
© 
| 
w 
D 


| ifi | x | i A E 
e Identifique a coluna não nula mais à esquerda 0 0 0 1-3 6 


00 0 1 -2 
e Troque linhas para obter | pivô| não nulo (como o pivô não é nulo, não precisa fazer 


nada). 
e Anule as entradas abaixo do | pivô| —3, subtraindo de l4 um múltiplo de l4. Fazendo 


l4 + ly + 1/3l; obtemos: 


SO o 
O o 


ep3. 
e k44. 
(c) Fim do laço pois k > p. Fim da Parte |: matriz já está escalonada. 


Início da Parte Il: Vamos fazer o escalonamento total da matriz. 
(b) Início do primeiro laço. k + 3. 


2 6 3 1 4 

= — “100 -1 2 -2 

e Divida l; pelo seu | pivô | —3 obtendo: 00 01] -2 
0 0 0 0 0 


e Anule as entradas acima do | pivô , subtraindo de ly, l2 múltiplos de l3. Faça | + lı — l3 
2 6 3 0 6 
0 0 —1 0 2 
0 0 0 |1|] —2 
0 0 0 0 0 
(b) Início do segundo laço. k + 2. 


e lo < lə — 21, obtendo: 


2 6 3 0 6 

o a |0 0 [1] 0 -2 

e Divida l pelo seu | pivô| —1 obtendo: 00 01 >22 
0 0 0 0 0 


e Anule as entradas acima do | pivô , subtraindo de lı múltiplos de lə. Faça lı + ly — 3l2 
26 00 12 


a ovo O e 
obtendo: CO TTIE 
00 00 0 
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(b) Início do terceiro laço. k + 1. 


1,13 00 6 

o = |too10- 

e Divida lı pelo seu | pivô | 2 obtendo: 0001-292 
0000 0 


e Anule as entradas acima do | pivô| 1. Não tem nada a fazer (nenhuma linha está acima 


da primeira). 
(b) Fim do laço pois k = 1. Fim da Parte Il: a matriz está totalmente escalonada. 


Observação 2.12 (Software Algébrico) Com auxílio do Software Maxima (que pode 
ser obtido livremente na Internet) podemos, entre outras coisas, escalonar matrizes. Este 
exemplo pode ser reproduzido no Maxima entrando com a matriz com o comando M: 
matrix([2,6,3,1,4], [2,6,3,-2,10], [-4,-12,-7,0,-10],[6,18,11,0,14]) ; 

e calculando a forma escalonada com echelon (M) ; 


2.5.2 Análise Pós-Escalonamento 


Para analisar o sistema após o escalonamento, introduzimos a seguinte notação para elementos 
0 — zero; E — não-zero; 
1 


da matriz: E 
— um; x — qualquer número. 


Teorema 2.15 (existência e unicidade pela forma totalmente escalonada) Através 
da forma totalmente escalonada da matriz aumentada de um sistema determinamos se 
ele possui solução e, caso possua, se ela é única. Após o descarte de linhas nulas, se estiver 
na: 


koko k| 
e 1° forma: | Cc "|" | — sistema sem solução. 
koko k| 
0 0 0/1 
10 O | x 
À css (O) ss i A ERA 
e X forma: | “|. | — sistema com solução única. 
O O -.. 1|x 


e 3º forma: nenhuma das anteriores — sistema com infinitas soluções. 


Prova: 1º forma: A última linha do sistema corresponde a equação 0x4 +0x5-+---+0x, = 1. 
Como 0 = 1 não será verdade nunca, o conjunto-solução é vazio. 


Tı = x 
. , lo = x . POE 
2° forma: O sistema correspondente é , - . O conjunto-solução é {(x,x,...,x)}. 
In = x 
3º forma: Será provado no Teorema da p/48] E 


Exemplo 2.24 Determine se o sistema é sem solução, com solução única ou com infinitas 
soluções: 
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Sor E 1 olo Landi 
(a) œ|oilbo|; @lo00100 3 

ad P 0 0|1 00001] 2 

0001/13 

E pja iog dE 
(Do 012)0); (J|010/ 0]; (Dlos5l) 

o 0001 O 0 1/1 


Solução: (a) solução única; (b) sem solução; (c) infinitas soluções; (d) sem solução; (e) 
solução única; (f) infinitas soluções; E 


Corolário 2.16 (existência e unicidade pela forma escalonada) Através da forma es- 
calonada da matriz aumentada de um sistema determinamos se o sistema possui solução e, 
caso possua, se ela é única. Após o descarte de linhas nulas, se estiver na: 


* x ce kl 
e 1° forma: | Cc |" | —sistema sem solução. 

* x cc xx 

0 0. O|m 

Ex * | x 

H ... x x 7 E E s 

e X forma: | |. | — sistema com solução única. 

O O >- m> 


e 3º forma: nenhuma das anteriores — sistema com infinitas soluções. 


Prova: 1º forma: A última linha do sistema corresponde a equação 0x, + 0x5 +---+0x, = 
0 =k £ 0. Como 0 £0 não será verdade nunca, o conjunto-solução é vazio. 

2º forma: Fazendo a segunda parte do escalonamento obtemos uma matriz como na 
segunda forma do Teorema [2.15] da p/45] Segue o resultado. 

3º forma: Será provado no Teorema [2.18] da p[48] E 


Exemplo 2.25 Determine se o sistema é sem solução, com solução única ou com infinitas 
soluções: 


a 2) l8 Os ü =i 6 

(a) 01072 911l; (b)lo 00 “T| 9 
o 00 3/0 o 00 0|311 
za =) d 2 sd pi 
0 e’ 11 1j 4 0 -3 11 1]5 

|o o baa 210 Dlo oaa alo 
00 Em si 0 0 0 00 


Solução: (a) com infinitas soluções; (b) sem solução; (c) com solução única pois todos os 
números 2, e, log(3), 77 são não-nulos; (d) com infinitas soluções. E 


Concluímos que não precisamos fazer a forma totalmente escalonada para determinar se 
um sistema possui solução e se ela é única: para isto basta a forma escalonada. Mas, 
para calcular a solução, recomendamos fortemente que se escalone totalmente a matriz 
ao invés de se fazer a substituição para trás na matriz escalonada. A prática mostra que 
se reduzem erros numéricos desta forma. 
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Portanto, use a forma escalonada somente para decidir se o sistema possui solução: não 
use-o para calculá-la. 


Em resumo, o conjunto-solução de um sistema linear de equações tem sempre: 
e ou uma única solução; 


e ou nenhuma solução; 


e ou infinitas soluções. 


Exemplo 2.26 (sistemas não lineares) Num sistema não-linear com 2 equações — que 
correspondem a duas curvas no plano (ao invés de 2 retas) — podemos ter, além das opções 


acima, um número finito de soluções maior que um. 
0 ; e 
(a) O sistema _ 4 possui duas soluções: (2,4) e (—2, 4). 


(b) O sistema representado na Figura|2.8] possui 5 soluções. 


Figura 2.8: Sistema Não-linear 


2.5.3 Sistemas com Infinitas Soluções 


Definição 2.17 (variável dependente e independente (ou livre)) Considere a matriz 
aumentada, totalmente escalonada, de um sistema linear. A cada coluna, exceto a última, 
da matriz corresponde uma variável do sistema linear. Chamamos de variável dependente 
aquela associada a coluna com pivô. Chamamos de variável independente ou variável 
livre! aquelas que não são dependentes. 


Observação 2.13 É utilizado como sinônimo de variável dependente o termo variável 
líder pois estão associadas a pivôs (líderes). 


Dentro da prova do próximo Teorema apresentamos o algoritmo de solução de um sistema 
linear. Sugerimos a leitura do Exemplo da p[49Jantes (e depois também!) de se dedicar 
ao entendimento do próximo teorema. 


1O número de variáveis livres (e de variáveis dependentes) é uma propriedade do sistema de equações; a 
lista das variáveis livres dependente de como foi escalonada a matriz ampliada. Não vamos provar este fato. 
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Teorema 2.18 (Algoritmo para determinar conjunto-solução) O conjunto-solução S 
(quando não-vazio) de um sistema linear é sempre a translação de um espaço gerado. Mais 
precisamente, existe q € N e vo € R” e um conjunto LI de vetores do R”: (vi,..., var tais 
que 


S = {vo + tivi Pc VE Ri üg E R}, 


ou, em termos de espaço gerado, 


S = Vo Vigae an Yoe 


Prova: Escalone totalmente a matriz aumentada do sistema. 
Se a solução for única tome q = O e vo a solução única. 


Se tiver infinitas soluções tome q igual ao número de variáveis livres e siga o seguinte 
algoritmo: 


Algoritmo de Solução de Sistemas com Infinitas Soluções: 


(a) Após o escalonamento total do sistema, atribua a cada variável livre, um parâme- 
tro, denotado por tı, t>,...,tq, que pode assumir qualquer valor. 


(b) Considere o sistema nas variáveis livres obtido após eliminar linhas nulas e passe os 
1 0 cs 0 |-& 
a l j De p eilg 

parâmetros para o lado direito do sistema. Este será da forma , H 


0 0 -- 1> 
onde cada x é da forma x + tı x +--- + tx (constante mais combinação linear 


dos parâmetros tj,..., tg). Assim o sistema possui solução única em função dos 
parâmetros ti, to,..., tq. 


(c) Cada entrada do vetor solução x é igual a um dos parâmetros, caso seja variável 
livre, ou igual a constante mais combinação linear dos parâmetros tı, ..., tq, caso 


seja variável dependente. Logo x = vo + tıvı +---+tava para v; € R”. 


Deixamos para o leitor provar que os vetores obtidos na parametrização são LIs pois a 
matriz está na forma totalmente escalonada e o pivô é o único elemento não nulo da coluna. 
E 


Observação 2.14 Resolver um sistema linear pelo método de eliminação de Gauss sig- 
nifica obter esta parametrização do conjunto-solução S de forma explícita: determinar 
quantos parâmetros q são necessários e quais são os vetores Vo, V1,V2,..., Vq- 

Podemos classificar geometricamente S de acordo com o valor de q: ponto (q = 0 
parâmetros), reta (q = 1 parâmetro), plano (q = 2 parâmetros), etc. 

Alguns livros chamam o número de variáveis livres, que é igual ao número de pará- 
metros, de grau de liberdade ou grau de indeterminação do sistema linear. 
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Observação 2.15 Após o escalonamento total de um sistema obtemos uma matriz com 
n+1 colunas (correspondendo ao total de n variáveis) e p linhas não-nulas, correspondendo 
ao número de pivôs ou de equações efetivas (as equações O = O não são efetivas, pois 
podem ser eliminadas sem modificar o conjunto-solução) ou variáveis dependentes após o 
escalonamento. 


Em resumo temos que: 

n = n° total de variáveis, 

p = nº de equações efetivas = nº de linhas não-nulas = nº de pivôs = nº de variáveis 
dependentes, 

n— p = q = n? de variáveis livres ou independentes = nº de parâmetros. 


Exemplo 2.27 Determine o conjunto solução do sistema: 


1-3 05 0] 4 
O 0120| 0 
0 000 1|-2 


Solução: Como as colunas com pivô são 1,3,5, são 3 variáveis dependentes: £1, £3, £5. São 
2 variáveis livres: £2 e x4. Introduzindo parâmetros r e s (mais conveniente que tı e t2) e 
atribuindo-os as variáveis livres obtemos que x) = r e z4 = 8. 


lx, = 4+3r—5s 
O sistema pode ser reescrito como: lxs = —2s 
las = —2 
1 0 0/4+4+3r—5s 
Agora este é um sistema em 3 variáveis: £1, £3 e xs da forma: | O 1 0 —2s 
001 —2 
Sabemos resolver esse sistema, que está no 1º caso do Teorema [2.15] da p/45] Ele possui 


solução única: 
(£1, £3, £5) = (4+ 3r — 5s, —2s, —2). Como x) = r e x4 = s, obtemos que 
(£1, £2, £3, Z4, £5) = (4437 — 5s, r, —2s, s, —2) ou ainda: 
1(4,0,0,0,-2) + 7(3,1,0,0,0) + s(=5,0,=2,1,0) | r,s ER} 
Na linguagem de espaço gerado, o conjunto-solução é o plano 
(4,0,0,0,=2) + ((3,1,0,0,0), (=5,0,-2,1,0)). m 
Neste exemplo o sistema possui um total de 5 variáveis e, por possuir 3 equações relacio- 
nando-as, ficou com somente 5 — 3 = 2 variáveis livres para assumir qualquer valor. A essas 
duas variáveis (12 e z4) foram atribuídos os dois parâmetros r,s e, utilizando as 3 equações 
remanescentes do sistema foram obtidas soluções em função destes parâmetros. 
Observação 2.16 Para o mesmo número total de variáveis, quanto maior o número de 
linhas não-nulas (equações efetivas) no sistema escalonado menor o número de variáveis 
livres. 
Zerar uma linha reduz o número efetivo de equações do sistema. Isto significa que a 
equação era combinação linear das outras, sendo, portanto, redundante para a resolução 
do sistema. 


Observação 2.17 (Software Algébrico) Com auxílio do Software Maxima pode-se re- 
solver sistemas com linsolve ([x-3+*y+5+w=4, z+2+*w=0, a=-2], [x,y,z,w,a]); 
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Exemplo 2.28 Resolva o sistema: 


012000 1| 0 
0001003; 4 
0 0 00 1 0 0|-1 
00000 1 3| 2 


Solução: Como as colunas com pivô são 2, 4, 5, 6, são 4 variáveis dependentes: £2, £4, £5, Le. 
São 3 variáveis livres: £1, £3, £7. Introduzindo parâmetros r, s,t (mais conveniente que t, t» 
e ts) e atribuindo-os as variáveis livres obtemos que xı = r, £3 = s, £y = t. Das equações 
obtemos que x, = —2z3 + z7 = —2s + t, £4 = 4 — 3x7 = 4 — 3t, z5 = —1, ze = 2 — 3x7 = 
2 — 3t. Portanto (£1, £2, £3, £4, £5, Z6, £7) = (r, —2s + t, s, 4— 3t, —1, 2 — 3t, t), ou 
ainda, o conjunto-solução é 


AOLE A O AIE E E RAE a E A T 


com r,s,t E€ R. Na linguagem do Capítulo 1, o conjunto-solução é 


(0,0,0,4,=1,2,0) 404(1,0,0/0,0,/0,0):(0,=2:1/0,0:0:0)(0,1,0,=3 0,22. cm 
Exemplo 2.29 Considere o sistema 
| 0130 | =f | 
000 1j 4| 
(a) Determine o conjunto solução; (b) Determine soluções particulares. 


Solução: (a) Como as colunas com pivô são 2,4, são 2 variáveis dependentes: z2, x4. São 
2 variáveis livres: £1, £3. 

Introduzindo parâmetros r,s e atribuindo-os as variáveis livres obtemos que zı = r e 
z3 = s. Das equações obtemos que zə = —7 — 313 = —7 — 3s e x, = 4. Portanto 
(£1, £2, £3,£4) = (r, —7 — 35, s, 4), ou ainda, o conjunto-solução é ((0, —7,0,4) + 
r(1,0,0,0) + s(0,-3,1,0) | r,s € R}. Na linguagem do Capítulo 1, o conjunto-solução 
é o plano (0, —7,0,4) + ((1,0,0,0), (0, —3,1,0)). 

(b) Obtemos soluções particulares fazendo variar os parâmetros r,s. Por exemplo, to- 
mando r = 0 e s = 0, obtemos a solução (0, —7,0,4) + 0(1,0,0,0) + 0(0,-3,1,0) = 
(0, —7,0, 4). Obtemos outra solução tomando r = 3 e s = —2: (0, —7,0,4) + 3(1,0,0,0) — 
2(0, —3, 1,0) = (3, —1, —2, 4). Podemos obter infinitas soluções pois para cada escolha de 
valores para os parâmetros r e s, uma nova solução é gerada. E 


Exemplo 2.30 Considere os planos Ih = {(1,—2,1) + s(1,1,1) + t(—1,1,0)| s,t ER} e 
I = { (3,2,1) + s(2,1,1) + t(1,1,2)| s,t € R}. Determine Il; N IL. 


Solução: Queremos saber se existem s,t,u,v E€ R (note que trocamos os parâmetros do 
segundo plano) tais que (1, —2, 1) + s(1,1, 1) +t(—1, 1,0) = (3,2, D) +u(2,1,1)+0v(1,1,2), 
ou seja, s(1,1,1) + t(—1, 1,0) + u(—2, —1, —1) + v(—1, —1,—2) = (2,4,0), ou seja, 
Precisamos resolver o sistema (3 equações, 4 variáveis): 
s 


1 -1 -2 -1 2 

i Vat i ER 

1 0 -1 2 E 0 
U 
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1-1 -2 -1]2 
Assim precisamos escalonar a matriz | 1 1 —1 —1|4 |. Escalonando totalmente 
1 0 —1 -210 
1 0 0 —4|—6 
(verifique!) obtemos | 0 1 0 1| 4 |. Assim tomando v como parâmetro livre, ob- 
0 0 1 —2|—6 


temos que (s,t,u,v) = (4v — 6,4 — v, 2v — 6,v). Em termos de pontos do plano, como 
M, = (1,—2,1)+ s(1,1 p t(—1,1,0), a e é a reta 

{(1,—2, 1) + (4v — 6)(1,1,1) + (4 — v)(—1,1,0)| v E R}. Outra possibilidade é utilizar a 
equação de Il, = (3,2,1) + u(2,1,1) + a 1,2) e dar como solução 

((3,2,1) + (2v — 6)(2,1, 1) + o 1,2)| v € R}. Pode-se verificar que nos dois casos chega- 
mos na mesma resposta: ((—9, —4, —5) + v(5,3,4)|v € R}. E 


Exemplo 2.31 Seja Il = (—1,0, -2,1)+((1,3,4,1),(2,-1,2,1)). Determine a interseção 
de Il, com 

(a) Il = ((2,1,1,2)). 

EE 6 dq e PR A PO O 


. 4 . x Es 2y T w = 0 ae 
(c) Il; o conjunto dos pontos (x,y,z, w) E Rº tais que esp pe (ly é o 


conjunto-solução deste sistema). 


Solução: Em eqs paramétricas Il = (—1,0, —2, D+s(1,3,4, D)+t(2,-1,2,1) com s,t € R. 

(a) Como Il = u(2,1,1,2) (note que usamos parâmetro u, distinto de s,t!), queremos 
saber se existem s,t,u € R tais que (—1, 0, —2, 1) +s(1,3,4, 1)+t(2, —1,2, 1) = u(2,1,1,2). 
Precisamos (faça as contas!) resolver o sistema (4 equações, 3 variáveis) 


i 2 =2 1 
SR TO O N, 
4 2 EA zil O 
1 1 -2 E e) 


Escalonando (verifique!) vamos concluir que o sistema não possui solução. Concluímos 
que a interseção é vazia: Il, N I = (). 

(b) Como I; = (1,0,2, 1)+u(—1,—1,—1,—1)+v(0,3,1,1)+z(—1,0, 1,2) (novamente 
utilizamos parâmetros distintos dos utilizados na parametrização de II,), precisamos resolver 
(verifique!) o sistema (4 equações, 5 variáveis) 

S 


1 21 0 1 2 

dp fo E E E: 

4 2 1 -1 -1 a A 

1 11-1 = Y 0 
T 


Resolvendo (utilizamos linsolve no Maxima) obtemos que conjunto solução é uma reta. 
Parametrizando a reta por k € R, s=2-4kt=1Ilk-2u=4-19k,v=4—14k,x = k. 
Substituindo na equação paramétrica de II, (poderíamos substituir também na de II; e 
obteríamos o mesmo resultado — verifique!) obtemos que a interseção é 
(Cro =A OET A Akae 12 1)=(=3, 8.2 kB = T) 
para k € R. Assim Ih N I; = (—3, 8, 2, 1) + ((18, —23, 6, 7)). 
(c) Como z = —1 + s + 2t, y = 3s — t, z = —2 + 4s + 2t, w = 1 + s + t, e (verifique!) 
0 = xz— 2y +w = —4s + 5t e 0 = 2x —y +z +w = —3 + 4s + 8t, devemos resolver o sistema 
À —48+5t=0 f 15 


3 : 
dedo Resolvendo obtemos a solução so o e to F Assim a 


interseção de Il, com T4 é o ponto (x,y,z, w) ER! com z = —1 + so + 2to, y = 380 — to, 
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z = —2 + 4so + 2to, w = 1 + so + to. 


: i : —wu+k=2 
Exemplo 2.32 SejaY o conjunto dos pontos (x,y, z, w, k) € Rº tais que À o Eee] 
e Z o conjunto dos pontos (x,y, 2z,w,k) € Rº tais que À o E : . Determine Y A Z. 


Solução: Pontos na interseção vão satisfazer os dois sistemas simultanemante. Assim 


r—-w+k=2 
; xr—y+z=1 Re 
temos que resolver o sistema a Escalonando obtemos que a solução é a 
v+tz=0 
reta (x,y, z, w, k) = (2,-1,-2,0,0) +t(0,0,0,1,1) para t € R. 
Logo Y N Z = (2, —1, —2,0, 0) + ((0,0,0,1,1)). n 


Exemplo 2.33 Determine se é ponto, reta ou plano o conjunto solução de cada um dos 
sistemas abaixo, dados por sua matriz aumentada já escalonada: 


EEEE 132 -—1 2 SERE 
JO OLA sr EET GU oa 
00012/1 000 5/9 E O a 


(b) 


Solução: (a) 5 variáveis e 3 equações: é um plano (5 — 3 = 2). (b) 4 variáveis e 3 equações: 
é uma reta (4 — 3 = 1). (c) 4 variáveis e 4 equações: é um ponto (4 — 4 = 0). E 


Exemplo 2.34 Determine um sistema linear cujo conjunto solução seja igual: 
abro o Lo DD ALSA 
(b) ao plano que passa por (1, —1,0,2), (2,0,1,0) e (2,1,2,3). 
(c) à reta que passa por (1,2,1,2,2) e (2,1,3,4,—1). 


Solução: (a) Temos que (x,y,2,w) = (1,0,2,1) + s(2,-1,2,1) + t(1,3,4,1). Assim 
a=1+2s+tey=-—s+3t. Resolvendo (para s,t) obtemos que 7s = —y + 3x — 3 e 
Tt = 2y +x — 1. Como z = 2 + 2s + 4t e w = 1 + s + t, substituindo s,t como função de 
z = 2 + 2(—y + 3x — 3)/7 + 4(2y + x — 1)/7 
w = 1+ (—y + 3z — 3 + 2y + x — 1)/7 
(b) O plano é (porque?) (1,—1,0,2) + ((1,1,1,-2),(1,2,2,1)). Logo (x,y,2,w) = 
CEEA PS ORE fa O O n. 
Assim x = 1 +s +t ey =-—1+s+2t. Resolvendo (para s, t) obtemos que (com Maxima: 
linsolve([x=1+s+t, y=-1+s+2*t],[s,t]);) s = —y + 2x — 3t = y— x +2. Como 
z = s+ 2t e w = 2 — 2s + t, substituindo s,t como função de x,y obtemos o sistema 
z = —y + 2r — 3 + 2(y —- x + 2) 
l w = 2 — 2(—y + 2x —- 3)+y -z +2 
(c) A reta é (porque?) (1,2,1,2,2) + (1, —1, 2,2, —3)). 
Logo (x,y,z, w, k) = (1,2,1,2,2) + t(1,—1,2,2,—3). Assim x = 1 +t. Logo t=zx-—1. 


x,y obtemos o sistema 


Substituindo nas outras equações vamos obter o sistema 
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2.6 Produto Matriz-Vetor 


Podemos ver uma matriz como um conjunto de vetores dispostos em colunas ou linhas. 
Assim, dado A € Mmxn, pensando em colunas, A é composto de n vetores-coluna, cada 
vetor v; € R”: 


T T 
A= | vi e Vn 
4 4 
Pensando em linhas, A é composto de m vetores-linha, cada vetor u; € R”: 
-u > 
A= : 
— Um > 


Esta visão de matrizes é muito importante, entre outras razões, pois as operações de soma 
e produto de matrizes, incluindo o produto matriz-vetor, são mais fáceis (e naturais) de serem 
definidas utilizando este ponto de vista. Vamos utilizar bastante no livro este ponto de vista. 
Ela é generalizada pela visão de matriz em blocos apresentada na Seção [4.6] da p[118]} 


il T 
Definição 2.19 (produto matriz-vetor) Seja A = | vı >> Vn | E Mmxn E€ X = 
4 dE 
Tı 
; E R”. Definimos Ax € R”, o produto da matriz A pelo vetor x, por 
Tn 


n 
Ax = J ON 
i=1 


Portanto o produto matriz-vetor é a combinação linear das colunas da matriz com coefi- 
cientes dados pelas entradas do vetor. 


Q11 Q12 Qin 
: Es Q21 Q22 +" Go E 
Mais explicitamente, se ÁA = i . . i então 
Ami Am2 Amn 
Q11 Q12 Qin 


n 
Q21 Q22 Gm 
Ax => TiVi = 11 ; +29 . + FT 
g=] 


Am1 Am2 Amn 
— mm — mm 
Vi Vo Vn 
Assim 
Qi | Zi T | dao | T2 t T | Aln | Tn 
Go | i T | Q22 | T2 > T | ad | Tn 
Ami | i T | âm2 | T2 cer T | mn | n 
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Isto pode ser representado pelo esquema: 


rota J o 
Ax = | Vi © Vn = al a ` LV. 
4 4 Tn i j=l 


Lema 2.20 (linearidade do produto matriz-vetor) Dados uma matriz A, vetores u, v € 
R” e escalar k, A(u + kv) = Au + kAv. 


Prova: Basta escrever as entradas dos vetores u, v e aplicar a definição do produto matriz- 
vetor como combinação linear das colunas da matriz. Deixamos detalhes para o leitor. 
E 


Vamos recordar o produto escalar entre dois vetores. Retomaremos este assunto bem mais 


adiante no texto (veja Definição [5.1] da p!137). 


Definição 2.21 (produto escalar ou interno) Dados dois vetores u = (w,...,un),)V = 
(v1,...,Un) E R” denotamos o produto escalar (ou produto interno) entre eles por u- v, 
um número definido por 
n 
Wo y = y UijUV;. 
sl 


Seu-v = 0 dizemos que u ev são perpendiculares entre si. 


Exemplo 2.35 Sejam u = (1, —2, —3, 4,5), v = (—-1,2,-1,3,0) E RŽ. Então 


u > 
Lema 2.22 (interpretação do produto matriz-vetor) Seja A = : € 
— Un > 
Mmxn ex € R”. Então 
u: X 
Abi = : 
Um: X 


Portanto cada entrada do produto matriz-vetor é o produto escalar entre cada linha da 
matriz e x. 


Prova: Basta explicitar em termos de coeficientes (a;;) da matriz e do vetor w = (w;). Ver 
Exemplo [4.4] da p/93] Deixamos detalhes para o leitor. E 


Isto pode ser representado pelo esquema: 


— U — + u: X bi 
— Um `> 4 — Um ` X bm 
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2.7 Sistemas Homogêneos, Solução Geral e Particular 


Definição 2.23 (Sistema homogêneo) é um sistema cujo lado direito é todo igual a zero: 


QT Faita aei EU = 0 
ant, +Faz2%2 > Famin = 0 
Amiti +Famato ``- +amnīIn = 0 
Definição 2.24 (solução trivial) O vetor nulo (0,0,...,0) é sempre solução do sistema 


homogêneo. Esta solução é chamada solução trivial. 


Num sistema homogêneo o lado direito de zeros é preservado por operações elementares: 


Por isso a forma escalonada de um sistema homogêneo não possui linha da forma 
[0 +- O|m]. Isto implica que um sistema homogêneo sempre possui solução. Mais 
ainda, num sistema homogêneo com n variáveis, o número de pivôs p (equações efetivas) 
após o escalonamento determina se a solução é única: 

(a)p=n = solução única (apenas a trivial); 

(b)p<n = infinitas soluções, (n — p) variáveis livres. 


Definição 2.25 (solução geral e particular) Considere o sistema Ax = b. 

Chamamos de solução geral seu conjunto-solução S. 

Chamamos de solução particular um elemento vo € S qualquer. 

Chamamos de solução do sistema homogêneo associado o conjunto-solução do sis- 
tema Ax = 0. 


Definição 2.26 (núcleo) Dada uma matriz A chamamos de núcleo de A, denotado por 
Nuc(A), o conjunto-solução do sistema Ax = 0. 


Exemplo 2.36 Vamos ver a relação entre soluções de um sistema não-homogêneo e do 
sistema homogêneo associado. Considere o sistema não-homogêneo: 


0 1 3 0)-7 
0001 4 j7 
Este sistema foi resolvido no Exemplo [2.29 da pl5d e o conjunto-solução é 


((0,—7,0,4) + r(1,0,0,0) + s(0,—3,1,0) | r,s € R}. Na linguagem do Capítulo 1, o 
conjunto-solução é o plano 


(0,—7,0,4) + ((1,0,0,0), (0,-3,1,0)). 


Considere o sistema homogêneo associado: 


013 0/0 
0 0 0a o] 
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Resolvendo-o de forma análoga, obtemos o conjunto-solução 
(r(1,0,0,0) + s(0, —3, 1,0) | r,s € R}. Na linguagem do Capítulo 1, o conjunto-solução é 
o plano 


((1,0,0,0), (0, —3, 1, 0)) . 


Note que o conjunto-solução do sistema não-homogêneo e do homogêneo associado dife- 
rem somente pelo vetor (0, —7, 0, 4), que é uma solução particular (dentre as infinitas soluções) 
do sistema não-homogêneo. 


Teorema 2.27 (solução geral de sistema) Seja S o conjunto-solução (solução geral) do 
sistema não-homogêneo e V o conjunto-solução do sistema homogêneo associado. Se S  (), 
então existe uma solução particular (do sistema não-homogêneo) vo € S e S = vo + V. 


Prova: Seja S  () a solução geral do sistema não-homogêneo 4x = b e vo € S solução 
particular qualquer do sistema não-homogêneo. Seja V o conjunto-solução do sistema homo- 
gêneo associado Ax = O. Queremos provar que S = vo + V. Para isto basta provar que 
vo+VcSequeScvo+vV. 

Vamos provar que vo +V C S. Dado v € V qualquer, queremos provar que vo +v E S, 
ou seja, que A(vo+v) = b. De fato, pelo Lema/2.20/da p[54] (linearidade do produto matriz 
vetor) Alvo + v) = Avo + Av=b+0=b. 

Vamos provar que S C wo+V. Dado w € S qualquer, queremos provar que w € vo +V. 
Novamente pelo Lema [2.20] da pJ54] A(w — vo) = Aw — Avo = b — b = 0. Concluímos que 
w — Vo E V e portanto w € vo + V. E 


A solução geral (se não-vazia) do sistema 4x = b é da forma vo + V, soma de uma 
solução particular com uma solução do sistema homogêneo associado Ax = 0. 
Assim são equivalentes: 

(a) o sistema possui solução única (igual a vo); 

(b) o sistema homogêneo associado possui solução única (a trivial); 

(c) Nuc(4) = 0. 


2.8 Interpretação de Sistemas em R” 


Para interpretar precisamos da definição de hiperplano, que generaliza retas no R? e planos 
3 
no Rº. 


Definição 2.28 (hiperplano) Um hiperplano em R” é a translação de um espaço gerado 
de dimensão n — 1. 


Exemplo 2.37 São hiperplanos: 
(a) Uma reta em R? (translação de um espaço gerado de dimensão 2 — 1 = 1); 
(b) Um plano em R$ (translação de um espaço gerado de dimensão 3 — 1 = 2); 
(c) Em Rº a translação de um espaço gerado de dimensão 4 — 1 = 3 é um hiperplano. 


Lema 2.29 (geometria da equação do hiperplano) Dado u 4 0, o conjunto-solução 
H da equação u -x = b € R é um hiperplano. 

Mais precisamente, se V é o conjunto dos vetores perpendiculares a u então existe vo € H 
tal que H = vo + V. 


2.8. INTERPRETAÇÃO DE SISTEMAS EM RY 57 


Prova: Como 0 Zu=(a,...,an) E€ R”, um dos ap # 0. Logo é solução particular da 
equação Vo = (T1,..., Zn) COM Tk = 2 e xj = 0 para j # k. Considere V o conjunto- 
solução do sistema homogêneo associado u - y = 0. Note que V é o conjunto dos vetores 
perpendiculares a u. Como este é um sistema escalonado com 1 equação não-nula e n 
variáveis, são q = n — 1 variáveis livres. Pelo Teorema [2.18|da p/48|V é gerado por q = n—1 
vetores Lls, ou seja, tem dimensão n — 1. Pelo Teorema [2.27| da p56) H = vo +V, a 


translação de um espaço gerado de dimensão n — 1. E 


Exemplo 2.38 Mostre que f(x,y, z,w,u) € RŠ| x — 2y + 3z + w — u = 4) é um hiperplano. 


Solução: Podemos escrever que x = 2y—3z—w+u+4. Introduzindo quatro parâmetros tı = 
Y, t2 = z, t3 = w e t4 = u, obtemos que z = 2tı —3t2—t3+t4+4. Portanto (x,y, z, w, u) = 
(4,0,0,0,0) +t (2, 1,0,0,0) +t2(—3, 0, 1,0,0) +t3(—1, 0,0, 1,0) + t4(1, 0,0,0, 1). Trata-se 
da translação de um espaço gerado de dimensão 4 em R5, isto é, um hiperplano em Rº. m 

Vamos relacionar a operação de produto matriz-vetor com sistemas lineares. Considere o 
sistema 


au da + a T2 ° + üm Tn = bı 
aq Tı + a2 T2 ° + am Tn = bə 
Ami i T Am2 To ° T Amn n = bm 
Qil Q12 te Qin 
Tı bı 
ra À : ; a21 Q22 cr Qm 
Definimos x = -hbs : ea matriz 4 = . Sabemos 
gs ~ : : ; 
Ami Am2 rt Amn 


da Definição da p[53| do produto matriz-vetor que podemos escrever este sistema como 
Ax =b. 


As duas interpretações do produto matriz-vetor (combinação linear de colunas e produto 
escalar com linhas) implicarão em duas interpretações para o conjunto-solução do sistema 
linear (interseção de hiperplanos e b € espaço gerado pelas colunas): 


(a) (produto escalar com linhas — interseção de hiperplanos) 


-u > 
Se A = : (cada linha é um vetor), pelo Lema |2.22| da p]54| o sistema 
— um > 
ux = b 
u-x = bo 
Ax = b pode ser rescrito como: - . Cada equação uj: x = bj 
Um X = bm 


(supondo u; 0) representa um hiperplano H; (translação de um espaço gerado de 
dimensão n — 1 em R”). O conjunto-solução S do sistema linear é igual a interseção de 
mMm 


todos estes hiperplanos: 5 = p% ;, Esta interpretação é geométrica. Fizemos isto 


em R? e R? na Seção [2.3] da E Em R? interseção de retas (hiperplanos em R°); em 
R? interseção de planos (hiperplanos em R°). 
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A intuição geométrica garante que, de forma geral, tanto a interseção de duas retas 
no plano quanto a interseção de três planos em R? é um único ponto. Mas como 
visualizar que, de forma geral, a interseção de 4 hiperplanos em Rt é um único ponto? 
Para entender sistemas com muitas equações devemos nos libertar desta interpretação 
geométrica, que não pode ser experimentada em dimensão maior que 3, em favor da 
próxima interpretação. 


(b) (combinação linear das colunas — b € espaço gerado pelas colunas) 


T T 
Se A = | vı -> Vn | (cada coluna é um vetor), pela Definição |2.19| da p|53| o 
4 4 


sistema Ax = b pode ser rescrito como: Ax = b = } `} xjvj. 


O sistema terá solução se o vetor b for combinação linear dos vetores coluna da matriz, 
isto é, se b = 54 x;v; para alguns x; € R, ou seja, se b € (v1,..., Vn}. Pode 
existir mais de uma combinação linear, isto é, o sistema pode ter mais de uma solução. 
Por outro lado, se b ¢ (v1,..., Vn} então o sistema não possuirá solução. Esta 


interpretação é algébrica. É a interpretação mais importante no curso de Álgebra 
Linear. 


Podemos resumir da seguinte forma: 


Sistema b= X z;v;! ou b € (vi... Vn)? NE #0? 
(interpretação algébrica) (interpretação geométrica) 
sem solução não não 
com solução única sim (única) sim (1 ponto) 
com infinitas soluções sim (infinitas) sim (infinidade de pontos) 


2.9 Exercícios de Sistemas Lineares 


2.9.1 Exercícios de Fixação 


Fix 2.1:Sem fazer contas}?] determine se os sistemas abaixo possuem uma única, nenhuma 
ou infinitas soluções. 


tty = 1. rt+y = 1. zr+y = 1 
A o SW a meo Di = É 


Fix 2.2: Considere as seguintes operações em um sistema linear de quatro equações: 

(a) trocar duas equações; 

(b) descartar uma equação; 

(c) substituir a terceira equação pela soma da primeira com a segunda; 

(d) substituir a quarta equação pela sua soma com um múltiplo da segunda; 

(e) multiplicar uma equação por —1; 

(f) multiplicar uma equação por 0. 

As operações nunca alteram e as operações podem al- 
terar o conjunto-solução do sistema. 


Versão 23.ago.2012 22h 
2Por “sem fazer contas”, queremos dizer, neste e em outros exercícios, “sem fazer quaisquer contas que 
não possam ser feitas mentalmente com facilidade” 
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== 2y = 3 
3r+y = 1 
altera se acrescentarmos a equação 2x + 3y = _. 


Fix 2.3:0 conjunto-solução do sistema l (não resolva o sistema!) não se 


Fix 2.4: Considere um triângulo ABC equilátero 

(a) um sistema formado pelas três retas que contém os lados de ABC possui 
(nenhuma; três; uma única; infinitas) solução(ções); 

(b) um sistema formado por quaisquer duas destas retas possui (nenhuma; três; 
uma única; infinitas) solução(ções). 
Fix 2.5: Considere o paralelogramo ABCD (não-degenerado: todos os pontos são distintos 
entre si) com lados paralelos AB e CD. Definimos quatro retas r, s,t,u de modo que: r 
passa por 4 e B, s passa por Be C, t passa por A e C, u passa por Ae D. Determine a 
solução de cada um dos sistemas abaixo, onde representamos cada equação pela reta que ela 
determina: 


A i r r 
i (o) (1: (O) s: OLES 
t u 
Fix 2.6:Um dado comum é um cubo cujas 6 faces apresentam os números de 1 até 6, 
distribuídos de forma que faces opostas somam sempre 7 (o 1 é oposto ao 6; o 2 oposto ao 
5 e o 3 oposto ao 4). Vamos representar por “face 1” a equação do plano que contém a face 
com o número 1, por “face 2” a equação do plano que contém a face com o número 2, etc. 
Determine o número de soluções de cada um dos sistemas abaixo: 


face2 face3 facel face3 facel 
(a) (b) , (c) q face3 ; (d) 4 faces ; (e) 4 face3 ; 
face6 face4 
face5 face6 face6 


Fix 2.7:Sem fazer contas, determine, se possível, a condição em € para que os sistemas 
abaixo não possuam solução: 


a = 3., =r +y = 
aa = ET of 2r+y = 
Fix 2.8: Determine se é verdadeiro ou falso: 
(a) se durante o escalonamento uma linha ficar zerada então o sistema têm infinitas 
soluções; 


(b) um sistema homogêneo possui sempre solução; 
(c) um sistema não-homogêneo não pode possuir infinitas soluções. 


M w 


Fix 2.9: Determine se é verdadeiro ou falso: 
(a) um sistema com 5 equações e 3 variáveis é sempre sem solução; 
(b) um sistema com 3 equações e 5 variáveis possui infinitas soluções; 
(c) um sistema homogêneo com 3 equações e 5 variáveis possui infinitas soluções; 
(d) um sistema homogêneo com 5 equações e 9 variáveis possui pelo menos 4 variáveis 
livres; 
(e) um sistema homogêneo com 9 equações e 9 variáveis possui sempre solução única. 


Fix 2.10: Sem fazer contas, discuta a existência e a unicidade de solução dos sistemas abaixo. 
No caso de infinitas soluções, determine ainda o número de variáveis livres. 


1 4 6|2 1 4 6|2 
O: 25 2 025|2 0102 
e) lo o 3/1|' 6) fo os | CORRE] 
0 0 010 00 0/1 
Fix 2.11: Em R’ 
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(a) o conjunto-solução de um sistema linear pode ser visto como a (união; 
interseção) de (retas; planos; hiperplanos); 

(b) uma reta é um subespaço de dimensão ; 

(c) um plano é um subespaço de dimensão __; 

(d) um hiperplano é um subespaço de dimensão . 


Fix 2.12: Considere o sistema: 


-u > T T T zı 
Ax = ; X| =| Vi e Vn : =p; 
4 Um > 4 4 4 Ln 
Defina H; = {x € R”| uj -x = b;}. 


(a) o sistema Ax = b possui solução se, e somente se, N H; _(=,#) 0; 
j=1 
(b) o sistema Ax = b possui solução se, e somente se, b (€, g) (vi,...,Vn); 
Fix 2.13:Seja S # () a solução geral de um sistema não-homogêneo com V o conjunto- 
solução do sistema homogêneo associado. Escolha uma opção. E sempre verdade que: 
(A) S = vo + V com vo € V; (B) S = vo + V com vo € S; 
(C) V = vo + S com vo E€ S; (D) V = vo + S com vo E V; 


2.9.2 Problemas 


Prob 2.1: Para cada um dos sistemas abaixo interprete cada equação como uma reta em R?, 
faça o gráfico e determine geometricamente o número de soluções: 
r+y = 3 3x — y 6 

O pai = 1' Bra = 6' 
Prob 2.2:Suponha que um sistema de três variáveis é composto de três equações. Em 
R3 cada equação representa um plano. Qual a posição relativa destes três plano quando o 
sistema: 
(a) não possui solução? (b) possui exatamente uma solução? (c) possui infinitas soluções? 


Prob 2.3: Para cada um dos itens abaixo, dê um exemplo de um sistema com as características 
pedidas ou explique por que tal exemplo não pode existir: 

(a) (nº equações) = (nº variáveis), infinitas soluções; 

) (nº equações) < (nº variáveis), solução única; 

) (nº equações) < (nº variáveis), nenhuma solução; 

) (nº equações) > (nº variáveis), infinitas soluções; 


a 
b 
c 
d 


1357 
(a) l4 567]; (b) |3579 
6789 5791 
Prob a Besoa cada um dos sistemas abaixo: 
EE o1lo|: o o na 
0 0 0 0/1 
Loja E 
()|0 1 0! 3|; (d) 
001 9 —6 8 —4/0 
0 0 010 
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2 6 3 1 4 
2 6 3 —2| 10 
(9) 4 -12 -7 0/-10 | (P 
6 18 11 0| 14 
Prob 2.6: Os sistemas abaixo são equivalentes (o segundo está totalmente escalonado): 


0 1 2 1 1 6 
0 —2 —4 —2 —4|-—18 
0 1 2 2 3) I3 


-2 1 2 dba 1 0 —2 —24 010 
1 0 -2 —24 QUO | [OT -2 -7 000 
1 -1 0 —17 łl0 00 0 0 110 


3 


Dê descrições paramétricas dos conjuntos-solução de ambos. Encontre três soluções distintas 
para o primeiro sistema. 

Prob 2.7: Resolva os sistemas lineares abaixo, escrevendo o conjunto solução em equações 
paramétricas: 


2r—y+2z = 1, m S Ea 
(a) À -4r +2y -4z = —2º (b) pd E = 
Prob 2.8: Determine os valores de m para que o sistema À e J possua: 
(a) uma única variável livre; (b) duas variáveis livres. 
Prob 2.9: Determine todos os valores possíveis para a,b,c,d € R tais que o sistema 
xr+2y+3z = a 
5y+6z = b possua: (a) nenhuma solução; (b) infinitas soluções. 


ëZ =d 
Prob 2.10: Considere a parábola y(x) = ax? + bx + c que passa por (1,2), (2,4) e (3,8). 
Determine a,b,c E€ R. 


1 0 — 2 
Prob 2.11: Calcule | -2 1 3 —1 | (produto matriz-vetor) de duas formas: 
0 4 —3 1 


(a) como CL das colunas da matriz (usando como coeficientes as entradas do vetor); 
(b) como produtos escalares das linhas da matriz pelo vetor. 
145 
Prob 2.12:Seja A= | 2 5 7 |. Note que a terceira coluna é a soma das duas primeiras. 
36 9 
Sem escalonar, encontre um vetor x tal que Ax = 0. 


2.9.3 Extras 


Ext 2.1: Para cada um dos sistemas abaixo interprete cada equação como uma reta em R?, 
faça o gráfico e determine geometricamente o número de soluções: 


2 +2y = 
Pa E pe (b) pe = 2 
CORR T r+3y = 6 


Ext 2.2: Para cada um dos itens abaixo, dê um exemplo de um sistema com as características 
pedidas ou explique por que tal exemplo não pode existir: 

(a) (n° equações) = (n° variáveis), solução única; 

(b) (nº equações) = (nº variáveis), nenhuma solução; 
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(c) (nº equações) < (nº variáveis), infinitas soluções; 
(d) (nº equações) > (nº variáveis), solução única; 
(e) (nº equações) > (nº variáveis), nenhuma solução; 
Ext 2.3:A equação geral do círculo em R? com centro em (A, B) e raio r é dada por 
(z — AP + (y — B}? = 

(a) determine a, b, c em função de A, B,r para que a equação do círculo seja escrita como 
x?’ +az +y’ +by+c=0; 

(b) Dados três pontos (x1, y1), (£2, Y2), (£3, Y3) por onde passa o círculo, escreva o sistema 
que determina a, b, c. 

(c) Determine a equação do círculo que passa em (—4, 5), (—2, 7) e (4, —3). 


Ext 2.4: Determine condições nos parâmetros (ô, 8) para que o sistema associado possua 
uma única solução, infinitas soluções ou nenhuma solução: 


r+ôy+z = 1 
DE a p 3 (b) 4 2r —õy+3z = ô; 
ET: —-r+3y = —2 
z+2y+(8+1)z = 2 Aa E É 
(c) y+62 = 841: (d) PR 
g+(1-6)z = 0 Rise 
ct+ty+(B—-l)z = ô 
1 1 3/2 r+y-z = 2 
(e) | 1 2 413 j|; (f) y+5z = 5. 
1 3 l6 r+2y+ôz = 7 
Ext 2.5: Encontre os valores de a tais que o sistema linear abaixo tenha solução. 
r—-y =a 
r+y+z = a ; 
2r+z = a 
Ext 2. = a) Qual a condição em bı, b2 e bs para que o sistema abaixo possua solução? 
8 | bi 
1 0/b, 
—4 6|bs 
O) EA refazer todas as contas, diga se o sistema possui solução com o lado direito 
=l); 


2.7: Seja y = Baxt + Bax? + Bax? + Bix + Bo um polinômio que passa por 5 pontos 
dados: (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3), (a4, b4), e (as, b5). Escreva a matriz ampliada (conhecida 
como matriz de Vandermonde) do sistema que determina as 5 variáveis 64, 63, 62, 81, Bo. Note 
que os pares (a;,b;) são dados, e serão coeficientes da matriz ampliada. 


r+3y = 1 
Ext 2.8: Considere o sistema 2x +y = —3 . No ensino fundamental um método 
2r+2y = 0 


de resolução de sistema é resolver uma equação para uma variável e substituir a expressão 
nas outras equações. Isto é repetido até ficarmos com somente uma variável. Com isso, 
determinamos uma variável e, substituindo nas outras equações, determinamos as outras. Este 
método, além de mais longo que a eliminação de Gauss em termos de operações necessárias 
induz, frequentemente, ao erro. 

(a) Resolva a primeira equação para x e substitua a expressão na segunda equação. De- 
termine y; 

(b) Novamente resolva a primeira equação para x, mas desta vez substitua a expressão 
na terceira equação. Encontre este y; 
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(c) Qual é a solução correta para o sistema? 


2.9.4 Desafios 


Des 2.1:Seja 4 uma matriz que será escalonada. Determine para cada uma das três ope- 
rações elementares uma matriz P tal que PA seja a matriz resultante após a aplicação da 
operação elementar; 

Dica: Aplique operação elementar na matriz identidade. 


Des 2.2: Prove que as operações elementares (de escalonamento de uma matriz) são rever- 
síveis, isto é, mostre que se a matriz 4 é equivalente a B então a matriz B é equivalente a 
matriz 4. 


Des 2.3: Um sistema linear com n equações e n variáveis tem a propriedade que os coeficien- 
tes, quando lidos linha por linha, da esquerda para direita, forma uma progressão geométrica. 
Prove que o sistema não tem solução única. Determine sua solução. 


Des 2.4: Considere um sistema de n equações em n variáveis. Prove a alternativa de 
Fredholm: 

(a) ou o sistema possui solução única para todo lado direito; 

(b) ou o sistema homogêneo associado tem solução não-trivial. 
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Capitulo 3 
Espaço Vetorial 


Neste capítulo começa a parte mais abstrata (para muitos alunos, a parte mais difícil) do 
curso de Álgebra Linear com a definição de espaços e subespaços vetoriais. O principal 
exemplo é o R” e retas e planos passando pela origem, mas também são exemplos conjuntos 
de polinômios e funções. Revisitamos os conceitos apresentados no Capítulo 1 para espaços 
vetoriais quaisquer: vetor e operações; combinação linear, espaço gerado, LI/LD. Conceitos 
novos apresentados são: base e dimensão de espaço vetorial, núcleo e imagem de matriz. 


3.1 Espaço e Subespaço Vetorial 


Definição 3.1 (Um Espaço vetorial) consiste de: 


e um conjunto não-vazio V, cujos elementos são chamados de vetores; 


e um conjunto numérico K = R (ou C ou Q ou outros, mas nesse livro será sempre R), 
cujos elementos são chamados de escalares; 


e uma soma vetorial: operação que associa a cada dois vetores u,v € V um vetor 
u+veV; 


e uma multiplicação por escalar (produto escalar vetor): operação que associa a 
cada vetor u € V e escalar a € K um vetor au E V. 


As operações satisfazem os axiomas (detalhados na sequência) da soma vetorial; da multi- 
plicação por escalar (produto escalar-vetor); e distributivos. 
Denotamos por (V, +,-) o espaço vetorial sobre K. 


Axioma 3.2 (axiomas da soma vetorial) 


e comutativa: u + v = v + u para todo u,v € V; 
e associativa: (u + v) +w = u + (v + w) para todo u, v,w E V; 
e elemento neutro da soma: Existe O € V tal que u +0 = u para todou € V; 


e inverso aditivo: Dado u € V, existe w € V tal que u +w = 0. Denotamos w, o 
inverso aditivo de u, por —u. 
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Observação 3.1 (unicidade do elemento neutro e do inverso aditivo) Segue dos 
axiomas acima a unicidade do elemento neutro. Suponha que existam O e O elementos 
neutros da soma. Como u + 0 = u (porque?), tomando u = O, obtemos que O + 0 = 0. 
Por outro lado u + O = u (porque?). Tomando u = 0, obtemos que O + O = 0. Como a 
soma é comutativa, O + 0 = O = 0 + 0 = 0. Concluímos que 0 = 0. 

Também segue a unicidade do inverso aditivo. Convidamos o leitor a provar isso. Comece 
supondo que w e v são inversos aditivos de u. 


Axioma 3.3 (axiomas da multiplicação por escalar (produto escalar-vetor)) 
Dados vetor u € V e escalares q, 5: 


e (ap)u = a(ôu); 


e elemento neutro do produto: 1u = u. 


Axioma 3.4 (axiomas distributivos) Dados vetores u,v € V e escalares a, p: 
e oa(u +v) = au + av; 


e (a + b)u = au + pu. 


Exemplo 3.1 O espaço vetorial mais importante é o R” munido das operações definidas no 
Capítulo 1. Num certo sentido (ver Lema[4.50) da p/122), todo espaço vetorial (de dimensão 
finita) sobre R (escalares) é equivalente ao R”. 


Exemplo 3.2 Outro exemplo é o C”, o conjunto das n-uplas de números complexos com 
operações definidas da forma natural. Veja Observação[7.3] da p[198, 


Exemplo 3.3 Verifique que V = (a) (conjunto unitário) com operações tendo como resul- 
tado sempre a é um espaço vetorial. 


Solução: Dadosu,veV;u=v=aeu+v=aeku=a para todo escalar k. Note que 
o elemento neutro da soma e o inverso aditivo será a. Verifique as propriedades! Note que 
este espaço é equivalente a W = {0} com 0+0=0€ek-0=0. E 


Exemplo 3.4 Considere V = ((x,y) € R?; £? +y? < 1} (o interior de um círculo de raio 1 
com centro na origem). Considere em V as operações do R2. Verifique se V é espaço vetorial 
com estas operações. 


Solução: Existe elemento neutro da soma, o vetor (0,0) E V, existe inverso aditivo (dado 
u € V,—u E€ V). No entanto, u = (0,1) € V mas 2u = (0,2) Z V. Outro problema é que 
v = (1,0) € V mas u + v = (1,1) g V (verifique!). Assim V não é espaço vetorial. E 


Exemplo 3.5 Verifique que o conjunto das matrizes Mmxn sobre os números reais (Defi- 
nição [2.1] da pJ30) munido da operação de soma de matrizes e multiplicação de escalar por 
matriz da forma usual é um espaço vetorial. Quem é o elemento neutro da soma? Quem é o 
inverso aditivo? 
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Solução: A comutatividade e associatividade da soma de matrizes é decorrente da comutati- 
vidade e associatividade da soma de números reais. O elemento neutro é a matriz com todas 
entradas iguais a zero, a inversa aditiva de A = (a;;) é a matriz —A = (—ai;). E 
Observação 3.2 Identificamos (veja pJ31) o espaço vetorial R” com M,x1 pois as ope- 
rações são idênticas. De fato vários livros representam vetores do R” por uma matriz com 
uma coluna. 


Definição 3.5 (subespaço vetorial) Seja (V, +,-) um espaço vetorial sobre K. Considere 
W c V. Dizemos que W é subespaço vetorial de V se (W, +,-) um espaço vetorial sobre 


K. Note que as operações em W são herdadas das operações em V. 


Exemplo 3.6 Todo espaço vetorial V possui pelo menos dois subespaços vetoriais: 
(a) V; (b) {0} (dito subespaço trivial). 


Lema 3.6 (caracterização de subespaço) W C V é subespaço vetorial se: 
e0cW, 


e W é fechado para a soma vetorial, isto é, se dados u,v € W, u+ v € W, e 


e W é fechado para a multiplicação por escalar, isto é, se dados u € W,k € R, 
kue W. 


Prova: Deixamos para o leitor. E 


Para se entender um conceito é importante, além dos exemplos, ver contra-exemplos. Assim 
estude nos exemplos abaixo, porque um conjunto não é subespaço vetorial. 


Exemplo 3.7 (retas e planos) Determine condições para que: 


(a) uma reta seja um subespaço vetorial de R?. 
(b) um plano seja um subespaço vetorial de Rº. 


Solução: São subespaços vetoriais: retas e planos passando pela origem. Não são subespaços 
vetoriais: retas e planos que não passam pela origem. Note que o vetor O vai pertencer somente 
com esta condição. Verifique que caso passem pela origem serão fechados pela soma vetorial 
e multiplicação por escalar. Faça uns desenhos. E 


Exemplo 3.8 Verifique se os conjuntos abaixo são subespaços do espaço vetorial R?: 

(a) A=(veR!|v=k(1,2), kE R}; 

(b) B = uma reta que não passa por (0,0). 

(c) C = a união do eixo x com o eixo y (de forma geral, duas retas não coincidentes que 
passam pela origem). 

(d) Considere D o primeiro e quarto quadrantes do R?. 

(e) A parábola E = ((x,12) x € R} 


Solução: (a) A é subespaço vetorial. De fato: 


e 0 € A (tome k = 0). 


e Dados vı, v2 E 4, existem kı, k2 E€ R com v; = k;(1,2). Logo vı + v2 = (kı + 
k2)(1,2) €E A 
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e Dado m € R, mv; = mkı(1,2) € A. 


(b) B não é subespaço pois O ¢ B. 

(c) C não é subespaço pois embora O € C e seja fechado para multiplicação por escalar 
(porque?), (1,0),(0,1) € C mas (1,0) + (0,1) C (não é fechado para soma de vetores). 

(d) D não é subespaço pois embora O € D e seja fechado para multiplicação por escalar 
(porque?), (2,1), (—1, —2) € D, (2,1) + (—1, —2) = (1,—1) é D (porque?). 

(e) E não é subespaço pois embora O € E dado (1,1), (2,4) € E, (1,1) + (2,4) 
(3,5) Z E (não é fechado para soma). E 


Exemplo 3.9 Verifique se os conjuntos abaixo são subespaços do espaço vetorial RÌ: 
(a) A = ((x,9,0), x,y E R}. (b) B=((x,y,1), x,y E R}. 


Solução: (a) A é subespaço vetorial. De fato: 


e (0,0,0) E€ A (tome z = y = 0). 


M 


° Sejam (£1, Y1, 0), (£2, Y2, 0) = A. Então (z1, Y1, 0) + (£2, Y2, 0) = (£1+22, Yı TY2, 0) 
A. 


e Sejam (x,y, 0) E€ A e a ER. Então a(z, y,0) = (ax, ay, 0) € A. 


(b) B não é subespaço vetorial. Note que B é a translação do item (a) pelo vetor (0,0, 1). 
De fato: 


e (0,0,0) £ B. 

s Sejam (£1, Y1; 1); (£2, Y2, 1) E€ B. Então (£1, Y1; 1)+ (22, yo, 1) = (£1+22, Yı tyz, 2) g 
B. 

e Sejam (x,y, l)eBeaeR. Então a(z,y,1) = (az, ay, a) g B, sea #1. E 


Exemplo 3.10 Verifique se os conjuntos abaixo são subespaços do espaço vetorial R£: 
(a) A = { (2a — 3b, 0, a, b— a), a,b E€ R}. (b) B = (u,v, w), com u, v,w € R4. 


Solução: (a) A é subespaço vetorial (um plano passando pela origem). De fato: 
e 0E A(tomea=b=0]). 


º Dados V1, V2 €E A, Vi = (2a1 = 3b, 0, a1, b1 = ai), Vo = (2a2 = 3b2, 0, a2, bo = az). 
Logo Vi F V2 = (2(a1 + az) = 3(bı + b2), 0, ay + a2, A2 + bo = (ar + az)). Assim definida 
a = a + a2 e b = bı + b verifica-se que vı + v2 € A. 


e Dado 8 ER, Bv; = (28, — 38b1, 0, Baı, Bby — Bm). Definindo a = Bay e b = 8b: 
verifica-se que vı € 4. 


(b) B é subespaço vetorial. Deixamos para o leitor verificar. Reveja a Definição da 
p[15] (espaço gerado). É 


Exemplo 3.11 Considere o espaço vetorial V eu,w E V. Verifique se é subespaço vetorial 
de V: 
(a)A=(veV|v=au, a e Rh (b)B=(veV|v=au+w, ae R) 


Solução: (a) A é subespaço vetorial (é uma reta paralela a v passando pela origem). De 
fato: 
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e 0 € 4 (tome a = 0). 


e Dados vı, V2 E€ A, v;=aju, vo=agu. Logo vı + V2 = (a +ajue A. 


e Dado 8 ER, Bv; = (ba )u E A. 


(b) O € B se, e somente se, existe ao € R tal que aqu + w = O, ou seja, w = —oqu, 
ou seja se w é múltiplo de u. Neste caso au + w = ou — aqu = (a — ao)u. Assim todos 
os vetores são múltiplos de u e A = B é um subespaço vetorial. Caso contrário (se w não é 


múltiplo de v), como 0 € B, B não é subespaço vetorial. E 
T T 
Exemplo 3.12 (espaço vetorial e matrizes) Considere a matriz A = | vı -> Vn 
+ + 


Determine se é subespaço vetorial: 
(a) V = (xe R"|4x=0) c R”, o conjunto-solução do sistema linear homogêneo 
Ax = 0; 
(b)W = (xe R"|4x=b) c R”, comb Æ 0, o conjunto-solução do sistema linear 
não-homogêneo Ax = b; 
(c) Z = {y € R”| y = Ax; xE R”} C R”. 


Solução: (a) V é subespaço vetorial do R”. De fato é claro que O € V pois é O é solução 
do sistema homogêneo. Além disso, pela linearidade do produto matriz-vetor (Lema [2.20] da 
p54), se u e v são soluções de um sistema homogêneo então u + v e ku também são para 
todo k € R. 

(b) W não é subespaço vetorial pois é claro que O € W (porque? 


n 
(c) Pelas interpretações do produto matriz-vetor (veja página e3 y= ÅAx= Y aN 
i=l 


n 
Logo Z = Dem x; E R +, que é igual ao espaço gerado pelas colunas da matriz, isto é, 
1=1 


Z = (vi,V92,...,Vn). Logo Z é subespaço vetorial. Z será definido (veja definição abaixo) 
como imagem da matriz 4. E 

Estes exemplos apresentam dois subespaços associados a uma matriz que são muito 
importantes para a teoria: 


Definição 3.7 (núcleo e imagem de matriz) Dada uma matriz A, chamamos de núcleo 
da matriz A, denotado por Nuc( A), o subespaço-solução do sistema homogêneo Ax = 0 e 
de imagem da matriz, denotado por Im( A), o subespaço vetorial gerado pelas colunas da 
matriz À. 


Como se comportam subespaços vetoriais com relação as operações de união e interseção 
de conjuntos? 


Exemplo 3.13 Considere H e K dois planos em R? passando pela origem com H £ K. 
Determine se são subespaços vetoriais de RÌ: 
(a) HNK. (b) HUK. 


Solução: (a) A interseção é pois será uma reta passando pela origem. 
(b) Não será pois embora O pertença a união, a soma de vetores não-nulos, um de cada 
plano, não pertencerá a nenhum dos dois. E 
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Exemplo 3.14 Considere H e K subespaços vetoriais deV. Determine se HNK é subespaço 
vetorial de V. 


Solução: A interseção será subespaço pois O pertence aos dois, e portanto a interseção. Além 
disso dado u,v € HNK,u+v € H (pois H é subespaço) e € K (pois K é subespaço). 
Logo u+v € HAK. De forma análoga a interseção é fechada para multiplicação por escalar. 

E 


Definição 3.8 (soma de subespaços) Definimos a soma de subespaços vetoriais H 
e K por 
H+K=(h+k|heHkeK). 


Exemplo 3.15 Dados H e K subespaços vetoriais de V, mostre que H + K é subespaço 
vetorial. 


Solução: Tomandoh=k=0,h+k=0€ecH+K.SeuveH+K,u=h,;+k,e 
v = h + k com h; € H e k; € K com i = 1,2. Assim u + v = (h; + hə) + (kı + kə). 
Como h; + h € H e kı +k € K, a soma pertence a H + K. De forma análoga prova-se 
que é fechado para multiplicação por escalar. E 


Exemplo 3.16 Considere os vetores não-nulos u e v em R$ não-colineares, um plano TI 
passando pela origem que não contém estes vetores e um vetor não-nulo w € II. Determine 
(geometricamente) a soma de: 


(a) (u) + (v); (b) (Gu) + (wo); (c) (u) +; (d) (w) + II; (e) (u) + (uy); 


Solução: (a) (u,v). (b) (u,w), que é diferente de II. (c) R? pois u ¢ II. (d) II pois 
w E TI. (e) u). E 


3.2 Combinação Linear e Espaço Gerado 


Recomendo que inicialmente o leitor reveja com cuidado os conceitos de combinação linear 


(Definição da p[14) e espaço gerado (Definição da p[15) ambas do Capítulo 1 no 


contexto do espaço vetorial R”. Reveja os exemplos. As mesmas definições valem para todo 
espaço vetorial. 


Exemplo 3.17 Determine se (2,1,7) é combinação linear de (1,2,3), (4,5,6) e (7,8, 7). 


Solução: Temos que verificar se existem a, 8,y E R tais que a(1,2,3) + 8(4,5,6) + 


la +48 +y = 2 
Precisamos resolver o sistema: 2a +56 +87 = 1. 
3a +68 +y = 7 
1 4 72 1 4 T 2 1 0 0/-5.5 
Escalonando| 2 5 8/1 ~| 0 -3 -6 -3 |~|0 1 0 8 
3 6 7/7 0 0 -2 T 0 0 1/-3.5 
Como o sistema possui solução (poderiam ser infinitas soluções, mas é única), obtemos 
que é combinação linear e que a = —5.5, 8 = 8, y = —3.5. E 


O exemplo anterior mostra a conexão entre combinações lineares e sistemas. Para saber se 
um vetor é combinação linear de outros vetores (ou não) precisamos resolver um sistema 
linear. 
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Lema 3.9 (conjunto gerado é subespaço) H = (vı, vo,..., Vp) é um subespaço veto- 
rial. 


p p 
Prova: Dados u,v € H, u= J UiVi, W = J wivi. Então tomando u; = O concluímos 


i=1 i=1 
p 


que 0 € H. Asomau+w = > Xu; + w;)v; E€ H. Finalmente, dado a € R, ou = 
i=1 


P 


> (ouvi cH. E 


1=1 


Exemplo 3.18 Mostre que: ((1,1,0),(0,1,0)) # R?. 


Solução: Observe que (0,0,1) não pertence ao espaço gerado pois deveríamos ter (0,0,1) 
a(1,1,0) + b(0,1,0) que gera um sistema impossível (1 = 0!). E 


Exemplo 3.19 Considere V o plano 3x — 2y + z = 0 e W o plano z — 3y — 2z = 0 em R°. 
Determine o conjunto gerador de V AW. 


Solução: Como os vetores (x, y, z) pertencem a interseção devem satisfazer as duas equa- 
S : 3z — 2y+2=0 o 

ções. Basta resolver o sistema l a a Obtemos (x,y,z) = t(—1, —1,1). Logo 

VAW =((-1,-1,1)). E 


3.3 Dependência e Independência Linear 


Recomendo que inicialmente o leitor estude com cuidado o Lema[1.14]da p[16]que caracteriza 
quando um vetor é redundante numa lista de vetores e a definição de vetores Lls e LDs 
(Definição [1.15] da p|17), ambas do Capítulo 1 no contexto do espaço vetorial R”. Reveja os 
exemplos. As mesmas definições valem para espaço vetoriais quaisquer. 

Apresentamos convenções (pouco interessantes) sobre o conjunto vazio. 


Convenção 3.10 (conjunto vazio) Convencionamos que: 

(a) (Ø) = {0}, isto é, o espaço gerado por um conjunto vazio de vetores é o subespaço 
trivial 40}. 

(b) O conjunto vazio é LI. 


Observação 3.3 (Matrizes e Vetores LlIs) Considere os vetores vi,Vv2,...,Vn em 
R”, Pela Definição da pl17 eles serão Linearmente Independentes (Lls) se, e 
n 


somente se, X ziVi = O implicar que x = (z1,...,£n) = O. Assim definindo 
i=1 


A = | vi + Vn |, serão Lls se, e somente se, o conjunto solução do sistema ho- 


mogêneo Ax = O for trivial, isto é, igual a {0}. Portanto para verificar se vetores em R” 
são Lls devemos resolver um sistema linear. 
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Exemplo 3.20 Determine se são Lis ou LDs: 
(a) (1,2,3), (4,5,6) e (7,8,7). (b) (1,2,3), (4,5,6) e (7,8,9). 


Solução: (a) Temos que verificar se existem a, 8,y € R não-nulos tais que a(1, 2,3) + 
B(4,5,6) + (7,8, 7) = ((a + 48 + 77), (2a + 58 + 87), (da + 68 + 77)) = (0,0,0). 


la +48 +17 = 
Existe solução não-trivial para o sistema: 2a +58 +8y = 0? 
3a +68 +74 = 0 
14 7/0 1 4 TIO 
Escalonando parcialmente, | 2 5 80 [= 10 -3 -61/0 
3 6 710 0 0 —2/0 


Concluímos que o sistema possui somente solução trivial. Portanto são Lls. 
(b) Temos que verificar se existem a, 8, y € R não-nulos tais que a(1, 2,3) + 8(4, 5, 6) + 
(7,8,9) = ((a + 48 + 77), (2a + 58 + 87), (3a + 68 + 99)) = (0, 0,0). 


la +45 +7y = 0 
Precisamos resolver o sistema: 2a +56 +87 = 0. 
3a +66 +99 = 0 
14 710 1 4 TIO 
Escalonando, | 2 5 8/0 | - |0 —3 —6]0 
3 6 910 0 0 010 
Concluímos que o sistema possui infinitas soluções. Portanto existe solução não-trivial do 
sistema e portanto são LDs. E 


Observação 3.4 Para determinar se é LI ou LD basta escalonar matriz com vetores em 
cada coluna (veja os dois exemplos anteriores novamente). Não precisa ser forma total- 
mente escalonada. Isto segue do Corolário da p[46| pois precisamos saber somente se 
o sistema homogêneo possui solução única ou infinitas soluções, não precisamos calcular 
a solução. 

Surpreendentemente (ver Lema[3.15] da pl74), também podemos determinar se é LI ou LD 
escalonando matriz com vetores em cada linha, que de forma geral é um método mais 
eficiente pois linhas (vetores neste caso) será menor que o número de colunas (dimensão 
do espaço ambiente). 


3.4 Base e Dimensão 


Considere os vetores do R? e, = (1,0) e e2 = (0,1). Dado v = (v1, v2) € R? qualquer, a 
única forma de escrever v como combinação linear de e; e es é se v = (v1, v2) = ay(1,0) + 
a2(0,1) = (a1,a2), ou seja, se a; = v; para i = 1,2. Concluímos que v se escreve como 
combinação linear única de e; e e». Por contraste, dados w; = (1, 1) e w2 = (—1, —1) o 
vetor v = (3,3) pode ser escrito como (entre infinitas outras possibilidades): v = 3w1 +Ows, 
v = 0w; — 3w3, v = 4w; + Iwo, v = 2w; — lwo,..., etc. Isto motiva a definição abaixo. 


Definição 3.11 (base) Um conjunto ordenado! S é base se todo vetor se expressa de 
forma única como combinação linear dos elementos de S. 


lAo invés de conjunto ordenado, o termo mais correto seria uma n-upla de vetores ou uma lista. Num 
conjunto não importa ordem nem termos repetidos; numa n-upla (ou lista) podemos ter termos repetidos e 
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Exemplo 3.21 Determine se o conjunto ordenado: 
(a) £(0, —1), (1,0), (0, 1)} é base do R?; 
(b) a = {(1,1,1,1), (0, 1, 1, 1), (0,0, 1, 1), o 0,0, n ase do Rf; 
(c) p =4 l;la bo O lycee L) eag (0, 0,1)} é o RA. 


Solução: (a) Não é base pois dado (a,b) € R?, (a,b) = a(1,0) + (b + A)(0,1) + A(O, —1) 
para qualquer À € R. Ou seja, todo vetor do R? pode ser expresso porém de diversas formas 
distintas. Por exemplo (3,2) = 3(1,0) + 2(0,1) + 0(0,—1) = 3(1,0) + 1(0, 1) — 1(0,—1). 

(b) Dado v = (v1, v2, v3, v4) E Rt, queremos escrever v = (v1, v2, V3, 04) = (1,1,1, D+ 
a>(0,1,1,1)+a3(0,0,1,1)+a4(0, 0,0,1), combinação linear do conjunto ordenado a. Vamos 
obter o sistema: 


q = v1 

Qı T A2 = V2 

a1 a2 as = V3 

a1 + a2 + Q3 + aq = V4 


Este sistema é triangular superior e pode ser facilmente resolvido. Possui solução única: 
q = V1, a2 = V2 — V1, A3 = V3 — V2, Q4 = V4 — v3. Como a solução é única (sistema triangular 
superior), a é base. 

(c) Denotando 8 = (bi,bs,...,b,), dado um vetor v = (v,,...,un) € R”, v = 
X aibi = (01, &1 + Q2, Q1 + Q2 + Q3, ...) se, e somente se, 


Q = 1 Qi = 
Q T Q2 = V2 Q2 = V2 — Q1 = V2 — V1 
atata=v 7 Q3 = v3 — (a1 + @2) = vz — V2 
Como o sistema possui solução única (triangular superior), & é base. E 
Vamos generalizar os comentários que fizemos antes da Definição Uma nota- 
ção muito utilizada é definir os seguintes vetores de R”: e, = (1,0,0,...,0,0), e = 


(0,1,0,...,0,0),..., en = (0,0,0,...,0,1). Dado um vetor v € R”, v = (v1,..., Un) = 


J Qiei = (01,09,...,Qn) se, e somente se, a; = v; para todo i = 1,...,n. Concluí- 


mos que todo vetor do R” pode ser expresso como combinação linear única dos vetores 
€1, €2, . .. , €n, formando uma base do R”. 


Definição 3.12 (base canônica) O conjunto ordenado £ = {e1, e2, . . . , €n} é chamado de 
base canônica do R”. 


Na prática, o Lema abaixo é utilizado para garantir que um conjunto ordenado é base. 


Lema 3.13 (caracterização de base) O conjunto ordenado 8 = {v1, V2, .. ., Vn} de ele- 
mentos do espaço vetorial V é base do subespaço vetorial H C V se, e só se: 

(a) B gera H, isto é, H = (v1, V2,..., Vn; 

(b) B é LI. 


a ordem importa. Assim, embora os conjuntos ((1,1), (1,1)t e f(1,1)J sejam idênticos, considerados como 
conjuntos ordenados são distintos pois um possui 1 elemento e outro 2 elementos. Além disso um é Ll o 
outro é LD. Neste texto, e em muitos textos de álgebra linear, quando se diz que um conjunto é base está 
subentendido que trata-se de um conjunto ordenado. 
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Prova: Se: Seja 8 base de H. Da definição de base, segue que 5 gera H. Da unicidade 
de representação de 0, segue que £ é LI. 
Só se: Seja 8 LI e gerador de H. Todo vetor v € H pode ser escrito como CL dos vetores 


n 
de 5. Vamos mostrar que esta representação é única. Suponha v = X QjV; = X Ê;iVi. 
i=0 


Então, Ha = 0. Como £ é LI, a; —& = 0 para i = 0,...,n. Portanto a; = é; 


para à = D.. ;n e a representação de v é única. E 


Observação 3.5 Pelo Lema para que um conjunto seja base ele deve ser: 
(a) grande o suficiente para gerar todos os vetores; 
(b) pequeno o suficiente para ser LI. 


Exemplo 3.22 Verifique se é base do Rº: 


(a) {1(1,0), (1,1), (0,1)}; (b) {(1,0), (1, 1)}. 


Solução: (a) Gera o R? pois dado (a,b) € R?, (a,b) = a(1,0) + 0(1,1) + b(0, 1), mas não 
é base de R? pois não é conjunto LI: (1,1) = 0) + (0,1). Assim, por exemplo, (1,1) NÃO 
se expressa de forma única: (1,1) = e 0) + o(1 D+ 1(0,1) = 0(1,0) + 1(1,1) + 0(0, 1). 

(b) Gera o R? pois dado (a,b) € R?, (a,b) = a(1,0) + (b — a)(1,1). São Lls (um não é 


múltiplo do outro). Logo é base do E E 


Definição 3.14 (dimensão) A dimensão de um (sub)espaço vetorial é o número de veto- 
res em (qualquer) uma de suas bases, caso seja finito, ou é dito de dimensão infinita. 


Note que o mesmo (sub)espaço vetorial pode ser gerado por diversos conjuntos ordenados 
de vetores. Para que esta definição faça sentido temos que provar que o número de vetores 
será sempre o mesmo independente da base. Remetemos o leitor para Seção [3.6] da p|82] 
para a demonstração deste importante (e clássico) resultado. 

Provamos no Corolário da p[84] que em um espaço de dimensão n, dado 8 = 
(vi, V2,..., Vp} (um conjunto ordenado de vetores com p elementos), se: 


e p >n, então 8 não é LI (e não é base); 
e p <n, então 8 não é gerador (e não é base); e 


e p= n, então 5 é gerador se e só se é LI, se e só se é base. 


Dado um espaço gerado por uma lista de vetores do R” como extrair uma base? | 


Como operações elementares não alteram o espaço gerado, isto pode ser feito escalonando 
uma matriz que tem estes vetores como linhas. 


< bl =? 
Lema 3.15 (escalonamento e espaço gerado) Seja A = | ©} e 5 = 
— um > 
q Ni —? 
cores matrizes equivalentes, isto é B é obtida através de operações elementares 
= Wi = 
aplicadas em A. Então os espaços gerados (u1, u2, ..., Um) € (Vi, V>,..., Vk) São iguais. 


Além disso, se B estiver escalonada (não precisa ser totalmente escalonada) e após descarte 
das linhas nulas então (vi, v2, ..., vg} é LI. 
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Prova: Basta verificar que cada uma das operações elementares preserva o espaço gerado: 

(a) Trocar a ordem das linhas claramente não altera; 

(b) Multiplicar uma linha por um escalar não-nulo. Vamos provar quando o espaço é 
gerado por um único vetor. Suponha k 0, vamos mostrar que (v) = (kv). De fato, seja 
w = av €E (v). Então w = a/k(kv) € (kv). Por outro lado, se w = bv € (kv). Então 
w = bk(v) € (v). 

(c) Substituir linha por sua soma com múltiplo de outra. Podemos verificar no caso de 
espaço gerado por dois vetores: Vamos provar que (u,v) = (u + av, v). Seja w = cu+dv € 
(u, v). Então w = c(u+av)+(d—ac)v € (u + av, v}. Por outro lado se w = c(u+av)+dv, 
então, w = cu + (ac + d)v € (u + av, v}. 

(d) Descartar linhas só de zeros preserva pois O é sempre um vetor LD. 


Se a matriz B estiver escalonada, então qualquer combinação linear de (vi, V2,..., Vg} 
resultará num sistema tipo triangular inferior (similar a forma escalonada, que é tipo triangular 
superior), cuja única solução é a trivial. E 


Exemplo 3.23 Determine uma base para o espaço gerado por 
W = ((1,2,1,—1), (2,1,0,2), (3,3,1,1), (4,5,2,0)). 


1 2 1 —1 
NC i E E Me a 
Solução: Seja A = 3231 1! Escalonando obtemos B = 0 1 2/3 —4/3 
452 0 


(duas linhas foram descartados por conter somente zeros). Assim 

W = ((1,2,1, —1), (0, 1,2/3, —4/3)). É claro que formam base pois a matriz está escalonada. 
E 

Observação 3.6 (Software Algébrico) Vamos cacular com o Maxima este exem- 

plo. Entramos a matriz onde cada coluna é um vetor que gera W: 

M: matrix( [1,2,1,-1], [2,1,0,2], [3,3,1,1], [4,5,2,0]);. Calculamos o es- 

paço gerado pelas colunas com o comando columnspace (M). 


3.5 Polinômios e Funções como Vetores 


Espaços vetoriais de funções são utilizados (entre inúmeras aplicações) para se entender: 
(a) como aproximar uma função utilizando polinômios; 
(b) métodos numéricos que aproximam derivada ou integral; 
(c) espaços de soluções de equações diferenciais. 


3.5.1 Definição e Exemplos 


Definição 3.16 (espaço vetorial de polinômios de grau máximo n) Seja 
Pa = laotax+-:+açx”; a ER} o conjunto dos polinômios com coeficientes 
em R de grau até n. Definimos em P,, as operações: 


n n n 
(a) soma vetorial: 2 ca) — Z nº) = o (a; + b;) zt; 
i=0 i=0 i=0 
n n 
(b) multiplicação por escalar: a po Go | = >, (aai) a”. 
i=0 i=0 
Pode-se verificar que P, munido destas operações é um espaço vetorial. 
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Exemplo 3.24 Determine o elemento neutro da soma de P3. Determine o inverso aditivo 
de q(x) = 3x? — 2x + 1. 


Solução: O elemento neutro é p(x) = O (verifique). O inverso aditivo de q é p(x) = 
—3x? + 2x — 1 pois p(x) + q(x) = 0. E 


Definição 3.17 (espaço vetorial dos polinômios) Definimos por P a união de todos os 
conjuntos P, para n € N. Assim P inclui TODOS os polinômios, de todos os graus possíveis e 
forma um espaço vetorial se for munido das operações de soma de polinômios e multiplicação 
por escalar. 


Definição 3.18 (espaço vetorial de funções) Dado conjunto I (não-vazio) qualquer, de- 
notamos F(I;R) o conjunto das funções de I em R. Dadas duas funções f,g € F(I;R) e 
A E€ R, definimos em F(T; R) as operações: 

(a) soma vetorial: f + g por f(x) + g(x) para todo z € I; e 

(b) multiplicação por escalar: A- f por A- f(x) para todo x € I. 

Pode-se verificar que F(I; R) munido destas operações é um espaço vetorial. 


Exemplo 3.25 Determine o elemento neutro da soma de F([0,2]; R). Determine o inverso 
aditivo de g(x) = sen(3 — x). 


Solução: O elemento neutro é a função f(x) = 0. O inverso aditivo de g(x) é h(x) = 
— sen(3 — x) pois g +h = 0. E 
Observação 3.7 Note que o sinal “+” (mais) em “f + g” e “f(x) + g(x)” (bem como de 
“.”) possui significado distinto em cada expressão: soma de vetores, num caso, e de soma 
de números reais (escalares) no outro. 


Exemplo 3.26 Verifique se os conjuntos abaixo são subespaços do espaço vetorial P3: 
(a) {p € Psl p1) =0}. (b) {p € Ps| p2) =5}. (c) {p € Ps| p(3) > 0}. 


Solução: (a) é subespaço. De fato: O pertence pois 0(1) = 0; Dados p,q, como p(1) = 
a(1) = 0, então (p + q)(1) = p(D) +q(1) = 0; Dados pe a € R, como p(1) = 0, então 
(ap)(1) = a(p(1)) = a(0) =0. 

(b) Não é subespaço pois 0(2) = 0 # 5. Além disso dados p,q, como p(2) = q(2) = 5, 
então (p + q)(2) = p(2) + q(2) = 10 £ 0. 

(c) De fato: O pertence pois 0(3) > 0. Dados p,q, como p(3) > 0 e q(3) > 0, então 
(p+ q)(3) = p(3) + q(3) > 0; Dados p tal que p(3) > 0 e a = —1, (op)(3) = —p(3) < 0 
e não pertence ao conjunto. Logo não é subespaço vetorial. E 
Observação 3.8 Todo polinômio de P, pode ser pensado como um elemento (função) 
de F(I;R) com I C R. Neste sentido, Pa, é subespaço de F(I;R). Este exemplo é 
importante pois mais adiante (Capítulo Produto Interno p/137) responderemos a seguinte 
questão: dada uma função qualquer f E F(I; R), determine o polinômio p E P, “mais 
perto possível” (num sentido que será tornado preciso) de f. 
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Definição 3.19 (espaço de funções contínuas e diferenciáveis) Dado conjunto T 
(não-vazio) qualquer, denotamos C(I;R) o espaço das funções contínuas de I em R e 
por C*(I;R) o espaço das funções com k derivadas contínuas. Finalmente temos o 
espaço das funções com infinitas derivadas contínuas C“(I;R). As operações de 
soma e multiplicação por escalar são iguais as da Definição[3.18] 


Exemplo 3.27 As funções f(x) = cos(x), g(x) = exp(x?) pertencem a CS(R;R). As 
funções f(x) = 1/x e g(x) = 1/(x2 — 1) pertencem ao espaço C®((0,1); R) mas não 
pertencem a F(R;R) pois não estão definidas no O nem no 1. 

A função f(x) = |x| pertence a C(R;R) mas não pertence a C!(R;R) (não possui derivada 
em 0). 


Ka% 


Observação 3.9 Todo polinômio é infinitamente diferenciável; se uma função possui k 
derivadas então ela possui k — 1 derivadas; toda função diferenciável é contínua; toda 
função contínua é função. Deste modo temos a sucessão de subespaços vetoriais (cada um 
é subespaço vetorial de todos os que se seguem): 


Pa C P C C”(I; R) - C CR) c CU; R) c CHR) c eO; R) c F R). 


Exemplos importantes de espaços vetoriais de funções aparecem na teoria de equações 
diferenciais. 


Exemplo 3.28 Determine se são subespaços vetoriais de F(R; R): 
(a) T = {y E€ C”(R; R)| y” (£) + 9y(x) = 0}. 
(b) U = {y € C” (R; R)| y” (£) + 9y(x) = 97}. 
(c) V = {y € C”(R; R)| y'(x) + f(x)y(£) = 0} para uma f E€ C®(R;R) fixa. 
(d) W = {y € CARR) y' (£) + y? (x) = 0}. 


Solução: (a) T é subespaço vetorial. De fato, dados y1, y2 E€ V (soluções), se tomarmos 
y = ayı + by2, a,b ER (constantes), como a derivada da soma é igual a soma das derivadas 
(linearidade da derivada), calculamos y”+9y = ayt! +by3+9(y1+y2) = ay! +9y1+by3 +9y2 = 
0+0=0. 

Note que, em particular, se y (x) = sen(3x) e y2 = cos(3x), então y1, y2 € T. Combi- 
nações destas funções também serão soluções (na realidade TODAS as soluções serão desta 
forma, mas não provaremos isto). Portanto, T = {ayı + byo; a,b € R}. 

(b) U não é subespaço vetorial. Observe que se y1, y2 E€ U, e y = yı + Y2, y” + 9y = 
9x + 9x = 18x # 9x. Portanto y É U. Além disso y = 0 æ U. Na realidade é a translação 
do subespaço do exemplo anterior. Mais precisamente, seja yo(x) = x. Verifique que yo € U, 
isto é, é solução (particular) da equação. Então U = yo + T. 

(c) V é subespaço vetorial. É claro que y = 0 € V. Além disso, dados y1, y2 € V 
(soluções), se tomarmos y = ayı+by2z, a,b € R (constantes), como a derivada da soma é igual 
a soma das derivadas (linearidade da derivada), calculamos y' + fy = ay +by + f (y1 +y2) = 
ay, + fyi + by) + fyz =0+0=0. LogoyevV. 

(d) W não é um subespaço vetorial. Embora y = 0 € W, se y é solução, w = ay, então 
w + w? = ay' + @°y? = ay' + ay? + ay? = 0 + ay? + O. Pode-se mostrar que W não é 
tampouco a translação de um subespaço. E 
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3.5.2 Combinação Linear e Espaço Gerado 


Exemplo 3.29 Considere os vetores de P (espaço de todos os polinômios) u = x? + x, 
vV = 1? — £, W1 = 3x? — x°? + 4x e Wo = £? + 2x? + 10. Determine se w1, W2 são CL deu 
ev. 


Solução: De fato, w é CL pois w1 = 3x? — x? + 4x = 3(x? + x) — (x? — x) = 3u — v. 
Por outro lado, w» não é combinação linear. Isto pois w, = x? + 272 +10 = a(x? + 


a=1 
£) + E(x? — x) = axé + Bx? + (a — 1)x. Temos que resolver o sistema: B=2: 
a-l=10 
Note que este sistema não possui solução (porque?). Portanto, w> Æ au + pv para todo 
a, BER. E 


Exemplo 3.30 Considere os elementos de F(R;R) u = senZ(x) e v = cos?(x) Determine 
se w = cos(2x) é combinação linear de u, v. 


Solução: É combinação pois, por uma identidade trigonométrica conhecida, w = v — u. E 


Exemplo 3.31 Prove que é subespaço vetorial e determine um conjunto gerador para: 
(a) H = {p € Po| p(2) = p(3)) C Po. 
(b) Z = {p € Pslp(1)=0) C Ps. 


Solução: (a) É subespaço pois se dois polinômios possuem mesmo valor em 2 e 3, combi- 
nações lineares também possuirão o mesmo valor. 

Seja p(x) = az? +br +c. Como p(2) = p(3), 4a +2b+c = 9a +3b+ c, temos a equação 
da +b = 0. São três variáveis e uma equação. Portanto são duas variáveis livres: c = r e 
b = s, com a = —b/5 = —s/5. 

Logo V = (—-s/512 + sz +r; r,s € R}, um plano (dimensão 2) em P2. Tomando 
r =0,s = 1 obtemos u = —z?/5 + x, r = 1,s = 0 obtemos v = 1. Logo V = (u, v). 

(b) Deixamos para o leitor verificar que é subespaço vetorial. Seja p(x) = axº+ba2+ca+d. 
Como p(1) = 0, a+b+c+d = 0. São quatro variáveis e uma equação. Portanto são três 


variáveis livres: d = r,c = s,b = t, com a = —r — s — t. Logo H = {(—r — s — axé + 
tx? + sa + ry. Colocando r,s,t com O e 1 alternadamente, obtemos u = —z? + 1,v = 
=x’ + x,w = -x° + x°. Portanto X = (u, v, w). 

Outra parametrização possível é tomar como variáveis livres: a = r,b = s,c = t, com 
d = —r — s — t. Colocando r,s,t com 0 e 1 alternadamente, obtemos u = gz? — 1,v = 
xz? —1,w =x — 1. Portanto X = (u,v,w). E 
Exemplo 3.32 Seja Z = ((x — 1), x(x-D,..,arl(a-D).eW=(pe?P.|p(1)= 


0}. Prove que W = Z. 


Solução: De fato, dado p € W, como p(1) = O (1 é raiz), podemos dividir o polinômio por 


n—l n—l 

(x — 1), obtendo que p(x) = (x — 1) os) = Xa, (xz’(x—1)). Logo p € Z. Por 
j i=0 

outro lado, se z € Z então z(x) = 5 exi(a — 1), z(1) = 0 e portanto z € W. E 


Exemplo 3.33 Mostre que 
(a) cos(2x) € (1, cos(x), cos?(x)}. (b) cos(3x) € (1, cos(x), cos? (x), cos? (x)}. 
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Solução: (a) É verdade pois (identidade trigonométrica conhecida) cos(2x) = 2 cos?(x) — 1. 
(b) Utilizando a identidade de (a) e que sen(2x) = 2 sen(x) cos(x) e cos(31) = 

= cos(x) cos(2x) — sen(x:) sen(2x), obtemos que cos(31) = 2 cos? (x) +2 cos?(x) — cos(x) —2. 
Generalizando concluiremos que cos(nx) € (1, cos(x),...,cos"(x)). E 
O próximo exemplo é mais sofisticado. Este tipo de combinação linear é utilizado nos cha- 

mados métodos dos elementos finitos, muito importante no cálculo de estruturas (engenharia 

civil, naval, mecânica etc.). 


Figura 3.1: Elementos finitos 


Exemplo 3.34 Considere as funções Go, ..., 43 mostradas na Figura[3.1] Observe que elas 
são caracterizadas como funções lineares por partes (entre dois inteiros quaisquer elas são 
lineares, isto é, o gráfico é um segmento de reta) e que G;(j) = dij, onde ði; é chamado de 
delta de Kroenecker, definido como 1 sei = j e 0 caso contrário. Assim do(0) = 1 (i = j) e 
do(1) = do(2) = 0. Do mesmo modo, ói(1) = 1 (i = j) e ói(0) = 61 (2) = 


Agora podemos fazer combinações lineares destas funções. Poderemos obter uma função 


linear por partes qualquer pois se quisermos que f assuma valores f (j) = aj, com j = 0,...,3, 
3 3 

tome f = Didi. Deste modo f(0) = a;P;(0) = aodo(0) = ao - 1 = ag (as outras 
1=0 1=0 


3 


funções di(0) = da(0) = óa(0) = 0), e de forma análoga, f(1) = XS ahl) = q, € 


i=0 
também f(2) = as, f(3) = as. Desta forma CL das q; s podem gerar qualquer função linear 
por parte: 


(Po, ..., 43) = 4 funções tipo 


3.5.3 Dependência e Independência Linear, Base 


Exemplo 3.35 Determine se são Lis ou LDs: 
(DA, tt) (bt e; 
(c) (sen(2x), sen(x)cos(x)}; (d) (sen(2x), sen?(x)}; (e) (sen?(x), cos?(x), 1). 


Solução: (a) Suponha que al + bt + ct? = 0 para todo t € R. Apresentamos duas provas 
que a = b = c = 0 e portanto o conjunto é LI: 

— Derivando obtemos que b + 2ct = 0 e 2c = 0. Logo c=0,b=0ea=0. 

— Colocando t = 0 obtemos que a = 0. Colocando t = 1 e t = 2 obtemos as equações: 
b+ c= 0 e 2b + 4c = 0, cuja solução única é b = c = 0. 
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(b) Suponha que at + bet = 0. Colocando t = 0 obtemos que b = 0. Colocando t = 1 
obtemos que a(l) = 0e a = 0. Logo é LI. 

(c) É LD pois sen(2x) — 2sen(x) cos(x) = 0 para todo z € R. 

(d) Suponha que asen(2x) + bsenZ(x) = 0 para todo x. Tomando x = 7/2 obtemos 
que a(0) + b(1) = 0. Logo b = 0. Tomando x = 7/4, a(1)=0 ea=0. Comoa=b=0 
concluímos que é LI. 

(e) É LD pois sen?(x) + cos?(x) — 1 = 0 para todo x ER. E 
Observação 3.10 (conjunto de funções é LI?) Para determinar se um conjunto de 
funções é LI ou LD, uma ferramenta importante é o chamado Wronskiano, apresentado 


como Desafio da p/193] Veja também o Exemplo [4.42 da p[121] 


Exemplo 3.36 Prove que: 
(a) {1, t, °, ..., t} é base de Pa; (b){1—t, 2+t, t+?) é base de P2. 


Solução: (a) De fato suponha q(t) = ao +aıt +--+ ant” = 0 para todo t ER. Tomando 
t = 0 concluímos que ao = O. Derivando obtemos que q'(0) = a = 0. Continuando 
q" (t) = 2a) = 0 e a, = 0. De forma geral f()(0) = kla, = 0 e concluímos que a = O para 
k =1,...,n. Logo o conjunto é LI. É claro que gera P, (prove!). Logo é base. 

(b) Seja q(t) = at? + bt +c. Queremos escrever q(t) = a(1 — t) + B(2 + t) + qt. 
Igualando termos do mesmo grau e resolvendo o sistema obtemos a solução única y = a, 8 = 
(b + ¢)/3, a = (c — 2b)/3. Como a representação é única, é base. E 


Exemplo 3.37 Retomando as funções da Figura da pI79, prove que do, ..., 43 é LI. 


Solução: De fato, suponha que f(t) = aodo(t) + ---asós(t) = O para todo t € R. Portanto 
f(0) = 0. Como f(0) = aodo(0) + ---asds(0) = ao: 1 +a: 0+:::+az:0 = a = 0, 
concluímos que ao = O. De forma análoga, f(1) = aodo(l) + adi(1) + ---az3ġ3(1) = 
ao:0 +a: 1+- +a: 0 = a = 0, concluímos que a = 0. Procedendo desta forma, 
concluiremos que ao = a = az = a3 = 0, e que a única CL de zero é trivial. E 


3.5.4 x+Funções como Vetores: Representação Geométrica! 


Como representar geometricamente uma função como um vetor? | 


Vamos começar vendo uma nova representação geométrica de vetores no R? e no Rº. 
Já mostramos que podemos representar vetores como “setinhas” (segmentos orientados equi- 
valentes). Agora vamos representá-los como gráficos de funções da seguinte forma. Dado 
fe F(1,2);R), ou seja, dada uma função f : {1,2} > R, ela fica inteiramente deter- 
minada uma vez fixado os valores f(1) e f(2). Portanto associamos a f € F({1,2};R) 
o vetor f = (f(1), f(2)) € R?. Reciprocamente, dado (a1, a2) € R?, associamos a função 
f € F({1,2}; R) tal que f(1) = a e f(2) = a». Por exemplo, o vetor f = (5,3) € R? pode 
ser representado como o gráfico de f € F({1,2}; R), como indicado na Figura B.2] De forma 
análoga, dada g € F({1,2,3};R), ou seja, dada uma função g : {1,2,3} > R, associamos 
o vetor g = (g(1), g(2), g(3)) € R$. Reciprocamente, dado (a1, a2,a3) € R3, associamos a 
função g € F({1,2,3}; R) tal que g(1) = a, g(2) = az e g(3) = a3. Por exemplo, o vetor 
g = (3,5,2) € R pode ser representado como o gráfico de g, como indicado na Figura 3.2] 


1A leitura desta subseção é opcional. 
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Y, Y, 
fQ) =5]----- ° O a ° 
f) =3-----}---- D =3je 
== (8) =p a 
1 2 & L 2 4 4 


Figura 3.2: Representando f = (5,3) € R? e g = (3,5,2) € R8. 


A vantagem deste ponto de vista é que os desenhos são bidimensionais, e podemos repre- 
sentar, por exemplo, o vetor f = (2, 4,3,4,1) € RË pelo gráfico de f € F({1,2,3,4,5}; R) 
definida por f(i) = a; i = 1,...,5, como indicado na Figura Note que com a inter- 
pretação geométrica de setinhas não tínhamos como representar vetores do R” com n > 3. 


Y, 
f(4) = f(2) = 4 |----—-e- - -- -o 
f(3) = 3|----- -o 
P =p n 
Apa e RR a 
12345 T 


Figura 3.3: Representando f = (2, 4,3,4,1) € R5. 


Generalizando, como um vetor é um n—upla de números reais, podemos associar a 
f = (@,...,an) E€ R” uma função f : {1,...,n} > R tal que f(1) = a,f(2) = 
a2,..., f(n) = an. Assim podemos representar f € R”, para n qualquer, pelo gráfico de 
f € F({1,... n}; R). Agora se substituirmos {1,...,n} por 1 com 1 C R qualquer, po- 
demos representar o vetor (elemento do espaço de funções) £ € F(I;R) pelo gráfico de 
f : I —> R. Por exemplo f € F([0, 7]; R), definido por f(x) = sen(x), pode ser representado 
pelo seu gráfico, como indicado na Figura [3.4] 
Observação 3.11 Fixemos a notação 1, = {1,...,n}. A representação de vetores do 
R” como função é coerente no seguinte sentido. Vamos nos concentrar na operação de 
soma de vetores (a multiplicação por escalar é análogo). Já definimos anteriormente como 
somar vetores u,v € R”: basta somar componente a componente. Se interpretarmos 
estes vetores como funções u,v : In — R, definimos a função soma (veja Definição |3.18) 
u+v:h>R por (u+v)(i) = u(i) + v(i) para i = 1,...,n. Note que apesar de ser 
definido de outra forma, obtemos a mesma coisa. 


Exemplo 3.38 Considere f,g € F([0,1] x [0,1];R), onde cada função representa o nível 


x 
de cinza de cada ponto do quadrado [0,1] x [0,1]. Desta forma cada função representa uma 
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Y, 


Figura 3.4: Representando f € F([0, r]; R), com f(x) = sen(x). 


imagem. Agora vamos visualizar os elementos da reta r(t) = tg + (1 — t) f, onde r (0.0) = f 
e r(1.0) = g. Neste exemplo, conforme mostra a Figura [3.5] a função f = r(0.0) é um 
quadrado e g = r(1.0) um círculo. Observe a transformação de um quadrado em um círculo, 
onde representamos os pontos intermediários da reta r: r(0.2),...,7(0.8). 

Em processamento de imagem estas transformações são chamadas de morfismos. Pode- 
mos, por exemplo, criar rostos intermediários entre fotos distintos, misturando características. 


r(0.0) r(0.2) r(0.4) r(0.5) r(0.6) r(0.8) r(1.0) 


Figura 3.5: Quadrado se transforma em círculo 


3.6 xDimensão de Espaço Vetorial: Teoria! 


Provamos nesta seção que se um espaço vetorial V possui uma base com d € N vetores então 
qualquer base de V possuirá d vetores, o que permite definir a dimensão de V como d. Além 
disso uma sequência de resultados provará que qualquer conjunto LI de vetores de V pode ser 
estendido para formar uma base. 

Começamos enunciando um resultado muito importante na teoria dos espaços vetoriais. 


Teorema 3.20 Todo espaço vetorial possui uma base. 


Prova: A prova é delicada: veja em [5]. E 


Vamos distinguir os espaços vetoriais de dimensão finita e infinita. 


Definição 3.21 (dimensão finita e infinita) Um espaço vetorial que admite base finita é 
de dimensão finita. Um espaço vetorial que não admite, é dito de dimensão infinita. 


Exemplo 3.39 R” é de dimensão finita, pois € = (ej,e»,...,en) é base. 


Exemplo 3.40 P, é de dimensão finita, pois € = {1, £, x°, ...,£”} é base. 


1A leitura desta seção é opcional. 
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Exemplo 3.41 P é de dimensão infinita. 
De fato, dado 5 = (pi, Pp>,...,pn! C P conjunto finito qualquer, defina N = mag grau(p) 
pe 


e q(x) = xNt. Então q € P, mas q é (8) pois grau(q) = N +1 > N > grau(p) para 


todo p € 5. Logo, B não é base. 
Exemplo 3.42 Os espaços C®(I; R), C*(I;R), C?(I; R), C(I; R), C(I; R) e F(I;R) são 
de dimensão infinita. 

De fato todos os espaços acima contém o espaço P (vide Observação[3.9] da p77}. 


O próximo lema é fundamental para a definição de dimensão. A demonstração pode ser 
omitida numa primeira leitura. 


Lema 3.22 (conjunto gerador e LI) Sejam $ = TUAS Un aT = 
{v1, V2,..-, Vn} C H. Seb é gerador de H ey é LI, então m > n. 
Prova: Sejam a;; tais que v; = Do ajui Defina A = [ai;;] temo 

i=1 j=L,.n 


Suponha, por absurdo, que n > m. Portanto o número de variáveis (n) é maior que 
o número de equações (m) no sistema homogêneo. Neste caso, existe x 4 0 tal que 
n n 


Ax = 0. Logo >ox;a; = 0, o que implica que Do tjai = (Q para todo i. Segue que 


j=1 j=1 
m n n m n 
; XjQij | Ui = O. Portanto ; Tj ; QijUi | = ; XjVj = O. 
i=1 Nj=1 j=1 i=1 j=1 
Concluímos que y não é LI! Como isto é absurdo, concluímos que n < m. E 


Corolário 3.23 Toda base de um subespaço vetorial de dimensão finita tem o mesmo nú- 
mero de elementos. 
Prova: Sejam 8 = (vi, V2,..., Vm} € y = (tu,,us,...,u,) bases. Pelo Lema[3.22] como 
B é gerador e y é LI, então m > n. Trocando os papéis de 5 e y, novamente pelo Lema/3.22] 
como y é gerador e 5 é LI, então n > m. Como m > n e n > m, concluímos que m = n. 
E 
Este Corolário justifica a próxima definição. 


Definição 3.24 (dimensão) A dimensão de um (sub)espaço vetorial de dimensão finita é 
o número de vetores em (qualquer) uma de suas bases. 


Lema 3.25 (caracterização dos conjuntos LD) Os vetores v1, v>,...,vp são LD se, e 
só se, existe um vetor que é combinação linear dos anteriores, Vy = J QiVi. 
i<k 
Prova: Se: trivial. 
k 
Só se: seja k > 1 mínimo tal que v1, V2, ... , V são LD. Seja X aivi = O CL não-trivial. 


i=1 
k—1 


Se a; fosse zero, > a;v; = O seria CL não-trivial, contrariando a minimalidade de k. Assim, 
1=1 


Bl 
i 
ar #0ev=->% P E 
k 
{= 


O próximo lema nos diz que podemos eliminar vetores que são CL de outros de um conjunto 
sem modificar o espaço gerado. 
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Lema 3.26 (eliminando vetores redundantes) Dado um conjunto S = (vi, V2, . . . , Vn} 
LD, seja vy CL dos demais. Então (v1, ..., Vk—1, Vk+1; cs Vn) = (S). 


Prova: Temos que v, = X aivi. Dado w € (5), temos w = N yvi = Dow + 


itk izk 

YkVk = DRA + 9Yk > QiVi = > (a + YA) Vi. Logo w = N + YkAi)Vi e portanto, 
itk itk itk itk 

WE (Vis Vk-1; Vk+l; <- -3 Vn) E 


Corolário 3.27 Todo conjunto gerador contém uma base. 


Prova: Seo conjunto é LI, nada a fazer. Se é LD, há um vetor que é combinação linear 
dos demais. Descarte este vetor; o subconjunto obtido ainda é gerador (pelo lema anterior). 
Repita o procedimento até que o subconjunto obtido seja LI (assumimos tacitamente que o 
conjunto inicial é finito). E 

Finalmente, o resultado abaixo garante que, dado um conjunto de vetores LI em um espaço 
vetorial de dimensão finita, este pode ser estendido a uma base. 


Lema 3.28 (estendendo conjunto LI em base) Todo conjunto LI em um espaço de di- 


mensão finita pode ser estendido a uma base. Ou seja, se {v1, V2,..., Vp} é LI, existem 
Vp+1» - - -, Vn tais que (Vi, Va, ...s Vp, Vp+1; - - -, Vn} é base. 

Prova: Seja {v1, V2,..., Vp} LI e 8 = (ui, u2, ..., Un} base. Note que 

(Vi, V2,..., Vp, U1, U2, ..., Un} é gerador. Aplique o resultado anterior, notando que, en- 


quanto o subconjunto é LD, existe um vetor que é combinação linear dos anteriores (Lema 
da p/83). Este não pode ser um dos v;'s. Portanto, os v;'s não são descartados no processo. 
E 


Corolário 3.29 Em um espaço vetorial de dimensão n, dado 8 = {v1, V2,..., Vp} (um 
conjunto ordenado de vetores com p elementos), se: 


e p >n, então 5 não é LI; 
e p <n, então p não é gerador; e 


e p = n, então p é gerador se e só se é LI. 


3.7 Exercícios de Espaços Vetoriais 


3.7.1 Exercícios de Fixação 


Fix 3.1: Determine se são subespaços vetoriais do R”: 

(a) o conjunto-solução de um sistema linear homogêneo; 

(b) o conjunto-solução de um sistema linear cujo lado direito tem como entradas inteiros 
maiores do que 1; 

(c) plano passando pela origem no espaço; 

(d) reta que não passa pela origem no plano; 

(e) parábola que passa pela origem no plano; 

(f) primeiro quadrante do plano; 
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Fix 3.2: 
(a) Se o espaço gerado por u é igual ao espaço gerado por v então necessariamente 
(u =v,u é múltiplo de v, u é perpendicular a v, nenhuma das alternativas) 
(b) Se (u,v) = (u,w) então necessariamente (v = w, v é múltiplo de w, v é 
perpendicular a w, nenhuma das alternativas) 
(c) Sabendo que o conjunto {w} é LI podemos afirmar que w é (não nulo, nulo). 


Fix 3.3: Escolha uma opção. Dizer que (vi, v2, ..., Vn} é LI é o mesmo que dizer que: 
(A) se à =- = An = 0, então Av; +-:-A vn = O; 
(B) Aivi +--+ ÀnVn = 0 para todo À, € R; 
(C) se A1vı +- ÀnVn = 0, então À; = -+ = Àn = 0; 
(D) 
( 


D) v; Æ 0 para todo i = 1,..., n; 
E) v; não é múltiplo de vx se i Æ k. 
Fix 3.4: O elemento neutro para soma do espaço vetorial das funções reais é o(a) 


(número zero, função identidade, função identicamente nula, conjunto vazio). 


Fix 3.5: Determine se são subespaços vetoriais de F(R; R): 
(a) conjunto das funções contínuas; 
(b) (f(x) =asen(x)+2, a e RJ; 
(c) {f (£) =az? +b, a,b € R}; 


Fix 3.6: Considere W = (u1, U2,..., Um}. Obtemos base de W (escalonando, 
multiplicando, zerando, somando) uma matriz que tem estes vetores como (linhas, 
colunas). 


Fix 3.7:Seja W o subespaço-solução de um sistema linear homogêneo com 4 equações: 


(a) eliminando uma equação, dim(W) (pode, vai) (aumentar, diminuir). 
(b) acrescentando uma equação (com lado direito igual a zero), dim(W) (pode, 
vai) (aumentar, diminuir). 


Fix 3.8: Sejam V, W c R? subespaços vetoriais, com dim(V) = 2 e W uma reta. 
(a) dim(W) = _ (o, 1, 2, 3); (b) Vé um(a) (ponto, reta, plano, sistema); 


Fix 3.9: Pode ser base de Rº um conjunto de: 
(a) 4 vetores LIs? (b) 5 vetores LDs? (c) 6 vetores? 


Fix 3.10:Seja 8 CR” LI. 


a) 6 possui (no máximo, exatamente, no mínimo) T vetores; 

b) retirando de 5 um vetor, obteremos um conjunto que (é, pode ser) (LI LD); 
c) acrescentando a 8 um vetor w £ 5, obteremos um conjunto que (é, pode ser) 
I, LD); 


( 
( 
( 
= 
( 


d) o vetor O (pertence, não pertence, pode pertencer) a b. 
Fix 3.11:Seja 8 C R” gerador. 

(a) B possui (no máximo, exatamente, no mínimo) T vetores; 

(b) retirando de 5 um vetor, obteremos um conjunto que (é, não é, pode ser) 
gerador; 

(c) acrescentando a 6 um vetor w € 8, obteremos um conjunto que (é, não é, 


pode ser) gerador; 
(d) o vetor O (pertence, não pertence, pode pertencer) a b. 
Fix 3.12:Se W = (v1, vo,...,Vn) então: 
(a)0 (eg) W; (b) 6vo — 5v3 _ (eg) W; (c) dim W _ (=;<;<;>;>) n. 
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3.7.2 Problemas 


Subespaços do R” 


Prob 3.1: Determine se é subespaço vetorial de Rº: 
(a) {(a,b,c)| a,c E R,b=a+c+1); 
(b) {(a,1,1)| a e R}; 
(c) {(a,b,c)| a,b E€ R, 2a + 3b = 5c}; 

Prob 3.2: Determine se formam um subespaço vetorial do R? subconjunto de todos vetores: 
(a) com exceção daqueles paralelos a uma reta dada; 
(b) cujas coordenadas são maiores ou iguais a zero. 


Prob 3.3: Considere V e W planos distintos contendo a origem em R°. Determine: 
(a) VAW; (b) V+W. 
Prob 3.4: Determine se: 


(a) (1,0 nr ((1,0, E (1,2,1)); 

(b) (1, —2, 1) € ((1,0, 1), (1,2 I 

(c) UR ES ,1,0,—1)} é LI 
Prob 3.5: 


(a) {(0,0,0)} C R? é LI? 
(b) {(1,0, —2)} c R? é LI? 


(c) Caracterize, de forma geral, os conjuntos de um único elemento que são LI. 


[(0,0,0), (1,0, —2)} c R? é LI? 

{(1,0,—2), (1,2,1)} c R? é LI? 

{(1,0, —2), (2,0, —4)} CR é LI? 

Caracterize, de forma geral, os conjuntos de dois elementos que são LI. 


(a) ((1,0, —2), (2,1,1), (4,1,—1)} c R? é LI? 

(b) {(1,0,—2), (2,1,1), (1,2,8)} c R? é LI? 

(c) Existe uma caracterização fácil dos conjuntos de três elementos que são LI? (Fácil 
no sentido de que se possa decidir “de cabeça” se o conjunto é ou não LI, sem a necessidade 
de se escalonar nada.) 


Prob 3.8: Fazendo o mínimo necessário de contas, diga se são bases de R3: 


1 1 
(a) OR RR 
1 3 
1 0 3 
e E RO 
1 0 | 
1 1 3 0 
C T DEL O: Hah i 
PA | 2 
1 2 3 
(llil, 2],l0 
1 2 1 


Prob 3.9: Determine uma base e a dimensão dos seguintes subespaços de Rt: 
(a) hiperplano f(x,y, z, w) | £ +y—w = 0}; 
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(b) conjunto-solução de l EES E 


-—z+w=0 ' 
i pi =3 0/07 
(c) conjunto-solução de 00 0 vo 
r+2s+t 
—s — 2t 
(d) aA r,st ER 
r— 3t 


Prob 3.10: Considere os subespaços do Rt, V conjunto solução de { r+y-w=0 eW 
r+z—-w=0 


conjunto solução de Determine uma base para a a interseção entre os 


—z+w=0 
subespaços V e W. 
r—y=0 
Prob 3.11: Considere o conjunto-solução do sistema: 4 y +w =0 . Queremos retirar uma 
r+w=0 


equação e acrescentar uma equação ao sistema mantendo o mesmo espaço solução. Determine 
uma equação que pode ser: 

(a) retirada; 

(b) acrescentada, que seja não-nula e distinta das outras. 


LI e LD: teóricos 


Prob 3.12: Prove que para qualquer u, v, w € V o conjunto {u — v, v — w, w — u} é LD. 
Prob 3.13: Sejam (vi, V2,..., Vn} vetores LI e W = (v1, V2,- .., Vn). Prove que: 

(a) se w € W então {w, v1, V2, ..., Vn} é LD; 

(b) {v2,..., Vn} é LI; 

(c) (va, sv) EW. 


Espaços de Polinômios e Funções 


Prob 3.14: Verifique se é subespaço vetorial de F([a,b];R) o conjunto das funções f : 
la, b] > R tais que: 

(a) f(a) = f(b) = 0; (b). fla) = f(b) = 1; 

(c) f(x) > 0 para todo z € [a,b]; (d) f é derivável e f'+ 2f = 0. 
Prob 3.15: Mostre que é LD: 

(a) {1 +2z, 1+zx, 1— x£} C Pz; (b) 4{1, sen?(x), cos?(x)} c F(R; R). 
Prob 3.16: Determine se são Lls ou LDs em P3: 

(a) {1, x?, x? +4};  (b){z+2, £r+3, x?— 3}; (c) {x?— 2z, 1+7, z? +2}. 
Prob 3.17: Considere o espaço das funções infinitamente diferenciáveis f : [a,b] > R, 
denotado por CS(R;R). Verifique que o subespaço: 

(a) {f € CS(R;R)| f’ = 0) é gerado por g tal que g(x) = 1; 

(b) ffeCR;R)|f'— f = 0! é gerado por g tal que g(x) = e”; 

Prob 3.18: Determine se é subespaço vetorial de P4 (espaço dos polinômios de grau menor 
ou igual a 4). Em caso afirmativo determine uma base e dimensão. 

(a) {p € Pal p(2) = 0}; (b) {p € Pal p(2) = 15. 
Prob 3.19: Considere U e V subespaços de dimensão 3 contidos em R?. Para cada p abaixo 
determine menor valor possível para dim(U N V): 

(a) p=4 (p= (Jp=5 (dps 


A 


A 
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3.7.3 Extras 
Subespaços do R” 


Ext 3.1: Determine se: 

(a) (1,0,1) € Md 

(b) {(k,1,1), (1, k, 1), (1,1, k)} é LI para k € R; 
(c) R? = ((2,—1,3), (4, 1, 2), (8, —1, 8), (6,0, 5)); 


Ext 3.2: Fazendo o mínimo necessário de contas, diga se são bases de R°: 


1 1 8 1 1 8 
CESERANI E W)? ll, 21,16 
1 3 4 1 3 4 


Ext 3.3: Determine uma base e a dimensão dos subespaços do R4, solução do sistema linear: 
r—y+z—2w = 0 
(a) { r-y+z-w=0 ; (b) 2r +y—z—w 0. 
xz +2y—2z+w = 0 
(c) acrescente equações não-nulas a (b) que não alterem o subespaço. 


Ext 3.4: Determine para cada subespaço do R” abaixo uma base e a dimensão: 
(a) ((0,-1,2,1), (1,2,1,0), (1,1,3,1),(3,5,5,1)); 
(b) ((1,0,1,-1),(2,3,3,0), (1,3,2,1),(0,3,1,2)): 
(c) ((1,2,0,1,2),(—1,0,1,2,1), (0,6,3, 9, 9)). 


Ext 3.5: Um subespaço do R” pode ser determinado por: 


(a) espaço gerado, W = (v1, V2, ..., Vn}, por exemplo, W = ((1,0,1),(1,2,1)); 

(b) solução de sistema homogêneo, W = {w € R”| Aw = 0}, por exemplo, 
r—-y=0 

À yE AO 

(c) parametrização, por exemplo, W = f(2s+3t,s+t,s—- t) € R?| ste R}. 


Descreva como converter entre estes três tipos utilizando os exemplos para efetuar as 
conversões; 


Ext 3.6: Considere (a, b), (c,d) € R?. Mostre que eles são LDs se, e somente se, ad — be = 0. 


LI e LD: teóricos 


Ext 3.7: Suponha que (vi, V2, v3} é um conjunto LI. Prove que {w1, w>, W3} com w; = 
vı + v; (com i = 1,2,3) é um conjunto LI. 
Ext 3.8: Seja A matriz m x n. Prove que: 

(a) Ax = b tem solução para todo lado direito b € R”, se e só se as colunas de A 
formam um conjunto gerador. 

(b) Ax = O tem solução única se e só se as colunas de 4 formam um conjunto LI. 


Ext 3.9: Suponha que os sistemas lineares Ax = b; e Ax = bs têm, ambos, soluções únicas. 
O que podemos dizer sobre o conjunto-solução de Ax = c, onde: 
(a) c = 3b; — 2b, ? (b) c é qualquer vetor? 


Ext 3.10: 

(a) Seja 8 = {v1, V2, ... , Vn} tal que o subconjunto y = (vi, V2,..., Vk}, com k < n, é 
LD. Mostre que 2 é LD. 

(b) Mostre que se (vi, V2, ..., Vn} é LI então qualquer subconjunto será LI também. 


Ext 3.11: Seja 8 = (vi, vo,..., Vn} um conjunto de vetores tal que: 
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(a) (vi, V2,...,Vn-1} é Ll; (b) vn Æ (V1, V2, ..., Vn-1)- 
Mostre que £ é LI. 


Espaços de Funções ou Polinômios 


Ext 3.12: Considere o espaço das funções infinitamente diferenciáveis f : [a,b] > R, deno- 
tado por CS(R;R). Verifique que o subespaço: 

(a) {f € C“(R;R)|f” = 0) é gerado por ge h tais que g(x) = 1 e h(x) = z; 

(b) {f € C“(R;R)|f” — f = 0) é gerado por g e h tais que g(x) = sen(x) e h(x) = 
cos(x); 


Ext 3.13: Verifique se é subespaço vetorial de F (|a, bl; R) o conjunto das funções f : [a,b] — 
R tais que: 
(a) f é uma função constante; (b) f é derivável; 


b 
(c) f não é derivável; (d) f é contínua e | f(x)dx = 0. 


Ext 3.14: Determine se é subespaço vetorial de P4 (espaço dos polinômios de grau menor ou 
igual a 4). Em caso afirmativo determine uma base e dimensão. 

(a) {p € Pal p'(2) = 0}; (b) {p € Pa| p(z) = p(-m)h; 
Ext 3.15: Determine a dimensão de (cos? (x), sen? (x), cos(2x),sin(27)) C C(R; R). 


3.7.4 Desafios 


Des 3.1: Prove que se V C R! é um subespaço vetorial então V = 0 ou V = R. 

Des 3.2: Considere W C V C R” com dim(W) = dim(V). Prove que W = V. 

Des 3.3: Um subespaço afim H é a translação de um subespaço vetorial W, isto é, existe 

um vetor họ € V e um subespaço vetorial W C V tal que H =h+W = {họo+w | w € W}. 
(a) Prove que H é um subespaço afim se, e somente se, para todo u,v € H, vale 

ĝu + (1 — 0)v € H para todo 0 € R; 
(b) Qual propriedade geométrica é expressa por esta propriedade? 


Des 3.4: Sejam H, K C V subespaços vetoriais. Mostre que: 

(a) HUK não é, em geral, subespaço; 

(b) H + K é o menor subespaço contendo HU K, isto é se W é subespaço com H C W 
ek cC W, então H+ K cW; 

(c) dim(H + K) = dim(H) + dim(K) — dim(H N K). 
Des 3.5: Dados os espaços Wi = {(s + t,t — s,s +t, 2s +t) E€ R| st E€ R} e 
W = {(x,y,z,w) E R| y+z2=0 e x—w+z= 0}, determine uma base e a dimensão 
de: 

(a) Wa; e Wo; (b) Yi + Wa. 


Definição 3.30 (soma direta de subespaços) Dados subespaços vetoriais H e K se HN 
K = (0), dizemos que H + K é uma soma direta, denotando-a por H $ K. 


Determine: 
(c) um subespaço Wz de modo que Wı & W; = Rº (soma direta, veja Definição acima); 
(d) uma base de Wi N W3. 

Des 3.6: Suponha que W1 = (v1, vo,...,Vn) € W2 = (wi, Wo,..., Wm). Determine como: 
(a) calcular W, + W2; 
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a calcular Wi O W3; 
) encontrar um subespaço Wz de modo que W1 & W; = Rº (soma direta, veja Defini- 

aoaia plo); 

(d) verificar se Wi C W3; 

(e) verificar se W; = W5. 
Des 3.7:Sejam p,q E C(RIR) e V = {f € CHR;R)| f(x) + ple) f’ (£) + ala) fla) = 0) 
(Problema de Sturm-Liouville). 

(a) Mostre que V é um subespaço vetorial de C?(R; R); 

(b) Dado g € C(R; R), seja fo uma solução de fo (x) + plx) flx) + qlr) folz) = glx). 
Mostre que h = f + g, com f € V, é solução também, isto é, dada uma solução particular 
da equação não-homogênea e uma solução qualquer da equação homogênea, a soma delas é 
solução da não-homogênea. 


Des 3.8: Considere F(R; R), o espaço das funções reais com domínio em R. Sejam V, = 
(fe FR;R)| f(x) = f (x)} (funções pares) e Vz = {f e F(R;R)| f(—x) = —f(x)) (fun- 
ções ímpares). Exemplos são sen(x), x, £? € Vz e cos(x), 1, x? € Vi. De forma geral a” € Vi 
(é par) sen é pare ax” € V> (é ímpar) se n é ímpar. Mostre que: 

(a) Vi e Vz são subespaços vetoriais de F(R; R); 

(b) Mostre que Vi N V2 = {0}; 

(c) Mostre que Vi ® Vo = F(R; R) (soma direta, veja Definição [3.30] da p189). 
Des 3.9: Considere as funções reais Tja $}, definidas por Tja (£) = 1 se x € [a,b] e Ta y(x) = O 
caso contrário. É chamada de função característica (ou indicadora) do intervalo [a,b]. Defina 


fe = Her) 
(a) Prove que o conjunto { fi, ..., fa} é LI's para qualquer n. 
(b) Conclua que o espaço F(R;R) possui dimensão infinita. 


Des 3.10: Dado um espaço vetorial V e um conjunto 7 (não-vazio) qualquer, considere 
F(I;V), o espaço das funções de J em V. Definas as operações de soma e multiplicação por 
escalar utilizando as operações correspondentes em V, tal qual na Definição [3.18] da p/76] 
Prove que F(I; V) é um espaço vetorial. 

Des 3.11: Considere V = {p € P4| p1) = 0} e W = {p € Pá p(—1) = 0}. Determine uma 
base e a dimensão de: 


(a) V; (b) W; ()VnW. 
Des 3.12: Considere o espaço das funções reais no intervalo (a,b). Mostre que as funções 
xt, ..., £r formam um conjunto LI com r; € R distintos. 


Des 3.13: Considere P o conjunto dos números reais positivos. Introduza em P duas opera- 
ções: 

(a) dados x,y € P a “soma” z Ẹ y por xy; 

(b) dado x € Pe A € R definimos o “produto” à © x por xò. 

P é um espaço vetorial com estas operações? Se for, determine uma base e dimensão. 


Capitulo 4 


Transformação Linear e Matriz 


Neste capítulo estudamos os objetos centrais de um curso de Álgebra Linear: transformações 
lineares (um tipo especial de função) e matrizes. 


Até matrizes apareceram como um artifício para resolver sistemas lineares: ao invés de se 
trocar linhas de um sistema, trocam-se linhas da matriz que o representa, etc. Neste capítulo 
as matrizes serão objetos matemáticos importantes por si mesmo. Vamos definir operações 
no conjunto das matrizes e provar que formam um espaço vetorial quando munido com estas 
operações. Além disso matrizes vão representar funções (mais exatamente transformações 
lineares) de R” em R”. Por exemplo, matrizes representam transformações geométricas 
como projeção, reflexão e rotação. 


Vamos (re)ver conceitos básicos sobre funções como domínio e imagem, função injetiva 
e sobrejetiva, composição de funções e função inversa. Estes conceitos serão aplicados em 
transformações lineares (TLs daqui por diante), e matrizes. 


Embora tipicamente o aluno já saiba multiplicar matrizes, jogaremos novas luzes sobre o 
assunto: qual a origem e diversas interpretações da definição da multiplicação entre matrizes; 
como operar matrizes em blocos. 


Definimos espaços vetoriais muito importantes associados a TLs e matrizes: 
(a) o núcleo; (b) a imagem; (c) o espaço-linha e coluna de uma matriz. 


Os resultados principais deste Capítulo são: 


— o Teorema da p/102] (teorema do núcleo-imagem), que relaciona as dimensões do 
núcleo, imagem e domínio de uma TL ou matriz. 


— O Teorema da p/105| que garante condições para que uma TL seja injetiva ou 
sobrejetiva. 


— o Teorema da p/113] que relaciona o núcleo com a existência de inversa de uma 
TL. 


— O Teorema da p que apresenta um algoritmo para o cálculo da matriz inversa. 
— O Lema da p que mostra como operar com uma matriz em blocos. 


Terminamos o capítulo com duas seções opcionais: uma sobre coordenadas de um vetor 
numa base e outra sobre representação matricial de uma TL qualquer e mudança de base. 


Oversão 26.jun.2012 18h 
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4.1 Função, Transformação Linear e Matriz 


4.1.1 Domínio e Imagem de Função 


Definição 4.1 (domínio, contradomínio e imagem de função) Seja f : X > Y uma 
função. Dizemos (veja Figura[4.1) que: 


e X é o domínio; 
e Y é o contra-domínio e 


e {y € B;y = f(x) para algum x € X} é a imagem, denotada Im(f) ou f(X). 


X Y 


Figura 4.1: Função f: X > Y 


Observação 4.1 No contexto de Álgebra Linear é comum utilizar o termo transforma- 
ção como sinônimo de função. 


Exemplo 4.1 Alguns exemplos de funções: 


(a) Considere y : R —> R? uma função definida, para cada t € R, y(t) = (cost, sent) € 
R2. Verifique que a imagem de y é um círculo unitário, uma curva contida em R°. 

(b) Considere V : R? —> R? a função V(x,y) = (—y,x). Pode-se visualizar esta função 
como um campo de vetores no plano. A cada ponto (x,y) associamos o vetor V (x,y). 

(c) Considere F o conjunto das funções deriváveis em R. Defina D : F > F por 
D(f) = f' (a derivada da função). A cada função derivável associamos outra função: sua 
derivada. 

(d) Considere T : A C R? —> R uma função que associa a cada ponto do conjunto 
A C R? (pode-se pensar numa bloco de metal) sua temperatura T(x,y, 2). 


No exemplo anterior vimos funções entre diversos espaços. Podemos ter, de forma mais 
geral, funções de R” — R”. Estas serão objeto de quase todo capítulo. 


4.1.2 Transformação Linear e Matriz 


Definição 4.2 (transformação linear) Sejam V e W espaços vetoriais. Uma função (ou 
transformação) T : V => W é dita transformação linear (TL) se: 


T(ku) = kT(u) (preserva produto) eT(u+v) = T(u) + T(v) (preserva soma), 
para todo u,v € V e k escalar. Isto é equivalente a preservar combinações lineares, isto é: 


T(ku +v) = kT(u) + T(v). 
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Exemplo 4.2 (TLs triviais) Verifique que são TLs: 
(a) I: V —>V definida por I(v) = v para todo v € V, chamada de identidade. 
(b)0:V — W definida por O(v) = O para todo v e V. 


Solução: Deixamos para o leitor. E 


Exemplo 4.3 Determine se é linear T : R? — R? definida por 
(a) T(x, y, z) = (z, =x); Tau =, xy). 


Solução: (a) Como, T(kx +y) =T(kzı +y1, kz + y2, kzz + y3) = (kzz + yz, — (kzı 4 
vo) = k(x3, —x1) + (y3, —y1) = kT (x) + T (y), concluímos que é linear. 

(b) Como T(1,1,1) = (1,1) e T(2,2,2) = (2,4) # 2T (1,1,1), concluímos que não é 
linear. E 
Observação 4.2 É fácil verificar que se T é linear, então T (0) = T(—0 +0) = —T(0) 4 
T(0) = 0. A recíproca não é verdadeira: existem funções que satisfazem isto mas não são 


lineares (veja Exemplo|4.3] e Exemplo [4.21] da p/106). 


Definição 4.3 (TL associada a uma matriz) Dada uma matriz m x n A E Mmxn, de- 
finimos T4 : R” —> R” por Ta(w) = Aw (produto matriz-vetor). T4 é uma transformação 


linear pelo Lema[2.20) da pJ54 (linearidade do produto matriz-vetor). 


Observação 4.3 Abusando a linguagem dizemos “dada a matriz A E€ Mmxn, considere 
A: R” —> R”º utilizando o mesmo símbolo para a matriz e para a função. O correto seria 


dizer “dada a matriz A, considere a função T4”. 


Exemplo 4.4 Para cada matriz B abaixo determine o domínio, o contradomínio e a trans- 
formação associada Tg. 


2 3 2 
G)B=[4 56 @B=|5 6| @B=1- 2] (b=] - 


Solução: (a) Como são 2 linhas e 3 colunas, Tg : R? — R?. Utilizando a definição do 
produto matriz-vetor, 

21 21,,[81]. 

DA e a k 


£ 
1 2 3 
B Ê 5 6 | 
zZ 
— z a 2y E 3z = x + 2y + 3z l 
4x 5y 6z 4x + 5y + 6z 
É mais fácil (e é o que deve ser feito na prática) usar o Lema da pl5a] e fazer 
x x 
. , 1/123 | (1,2,3) ra |] 
produto escalar com linhas: B ; = F 5 d y | = keo = 


e X 


z + 2y +3z 
4x + 5y + 6z 
3z, 4x + 5y + 62). 


. De uma forma ou de outra, concluímos que Tg(x,y,z) = (x + 2y + 
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(b) Como são 3 linhas e 2 colunas, Tg : R? > R°, Th(x,y) = (2x +3y, 5x +6y, 3— y). 

(c) Como são 1 linha e 2 colunas, Tg : R? > R, Te(x,y) = (—3x — 29). 

(d) Como são 3 linhas e 1 coluna, Tg : R > Rê, Tg(x) = (2x, —2x, —3x). E 

O próximo lema permite determinar uma TL no espaço todo conhecendo seus valores 
somente numa base (caso seja finita). 


Lema 4.4 (determinando uma TL) Sea T : U > V transformação linear e 
(ui, u2,..., Up} base de U. Se conhecemos T(u;) para i = 1,...,n, então T(u) está 
bem determinado para qualquer u E U. 


Prova: Dado u € U qualquer, pela definição de base, existem a/s tais que u = 5, aqui. 
Pela linearidade, T(u) = T (SL au) = 5), «iT(u;). Como os valores T'(u;) são conhe- 
cidos, a transformação está determinada de modo único. E 


Exemplo 4.5 Determine uma TL satisfazendo em cada caso: 
(a) T : R? > R? tal que T(1,0) = (2,—1) e T(0,1) = (3,1); 
(b) T : R? >R tal que T(1,1) = 2 e T(0,1) = 3. 


Solução: (a) Como (x,y) = «(1,0) + y(0,1), pela linearidade, T(x,y) = «T(1,0) + 

yT(0,1) = «(2,-D) + y(3,1) = (2x + 3y, y — x). (b) Como (1,1) e (0, 1) são Lls, 
formam uma base do R2. Dado (x,y) € R?, (x,y) = z(1,1) + (y — x)(0,1). Logo, 
T(x, y) = £T(1,1) + (y — x)T (0,1) = 2z + 3(y — x) = 3y — z. E 


Lema 4.5 (bijeção entre matrizes e TLs) A função da Definição [4.3] que associa a cada 
matriz A E€ Mmxn à transformação linear Ty: R” > R” é uma bijeção. 


Prova: Vamos provar a injetividade. Suponha que Ta = Tg. Logo, dados vetores e;, 
i = 1,...,n da base canônica do R”, temos Tu(e;) = Ae; = Be; = Tb(e;) para todo i. 
Agora, é eai que Ae; é a i-ésima coluna de A pois na combinação linear dos vetores colunas 
de A vai aparecer somente a i-ésima coluna. Do mesmo modo, Be; é a i-ésima coluna de 
B. Concluímos que cada coluna de A é igual a cada coluna de B, isto é, A = B, provando 
a injetividade. 


Para a sobrejetividade, considere S : R” — R™ uma TL. Defina v; = S(e;),i=1,...,n 
i T 
Defina A = | vı -++ Vn |. Agora, é claro que Ae; = v;. Logo Tu(e;) = Ae; = v; 
4 4 
S(e;). Como S e T4 são lineares e assumem os mesmo valores em todos os vetores da base, 
pelo Lema [4.4]acima, S = Tu. E 


Observação 4.4 Pelo lema acima toda TL do R” em R” é dada por uma matriz e vice- 
versa. Isto é verdade para espaços de dimensão finita pela Definição da pll23e o 
estudo de TLs em EVs finitos pode ser reduzido ao estudo de matrizes. 


Exemplo 4.6 Determine a matriz associada à TL: 
()Tix,yzw=(r—-y+22, v+y, z+w); 


(b) T que leva cada vetor do R? na sua projeção ortogonal no plano xz. 
(c) T que leva cada vetor do RÌ na sua rotação em torno do eixo z por um ângulo de 90 
graus no sentido anti-horário do plano o 


Orientar sentido de rotações em R? é um problema delicado. Neste caso, por se tratar do plano xy, 
pensamos na orientação usual do plano. Em outras partes do livro, quando rodamos em torno de outros 
eixos, seremos pouco precisos neste ponto. 
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Solução: (a) Calcule T(1,0,0,0) = (1,1,0), T(0,1,0,0) = (=1,1,0), T(0,0,1,0) = 
(2,0,1), 
T(0,0,0,1) = (0,0,1). Colocando estes vetores como colunas da matriz T, obtemos que 


1 —1 20 
T=|1 100 
0 011 


(b) É claro que (porque?) T(1,0,0) = (1,0,0) (o vetor e; pertence ao plano zz), 
T(0,1,0) = (0,0,0) (o vetor e, é perpendicular ao plano zz), T(0,0,1) = (0,0,1) (o vetor 
es pertence ao plano xz). Colocando estes vetores como colunas da matriz T, obtemos que 


10 0 
T=|000 
0 0 1 


(c) É claro que (porque?) T(1,0,0) = (0,1,0), T(0,1,0) = (—1,0,0), T(0,0,1) = 
(0,0,1). Colocando estes vetores como colunas da matriz T, obtemos que 


1 0 
0 0 
0 1 

E 


4.1.3 Transformações Lineares Geométricas 


Matrizes que representam transformações geométricas como projeção, rotação, reflexão e 
homotetias (ampliações e reduções) são utilizadas em computação gráfica e para o estudo 
da geometria das transformações lineares. Este ponto de vista geométrico será retomado na 
p199] (veja as figuras!). Deixamos para o leitor verificar que estas transformações geométricas 
são TLs. 


Exemplo 4.7 (exemplos no R?) Determine a matriz que: 
(a) amplia todos os vetores por um fator k. 
(b) reflete os vetores em torno do eixo x. 
(c) projeta (ortogonalmente) os vetores no eixo x. 
(d) reflete os vetores em torno da reta y = — z. 


Solução: (a) A(1,0) = k(1,0) = (k,0), A(0,1) = k(0,1) = (0,6). Logo, A= | | E 
kI. Para ilustração do caso k = 2 veja Figura 

(b) A(1,0) = (1,0), A(0,1) = (0,-1). Logo, A = o E |. Para ilustração veja 
Figura [4.3] 

(c) A(1,0) = (1,0), A(0,1) = (0,0). Logo, A = | a |. Para ilustração veja Fi- 


0 0 
gura [4.4] 
(d) Com auxílio de um desenho, verifique que A(1,0) = (0, —1), A(0,1) = (—1,0). Logo, 


ie 
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Figura 4.3: Reflexão no eixo x: A(x,y) = (x, —y) 


Exemplo 4.8 (exemplos no R?) Determine a matriz que: 
(a) projeta (ortogonalmente) os vetores do espaço no plano z = 0. 
(b) reflete os vetores do espaço em torno do plano z = 0. 
(c) que projeta (ortogonalmente) os vetores do espaço no plano y = 0. 


Solução: (a) Como os vetores que estão no plano z = 0 tem como imagem eles mesmo, 
A(1,0,0) = (1,0,0), A(0,1,0) = (0,1,0). O vetor (0,0,1) quando projetado valerá (0, 0,0). 
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V90º 
V112°__---Yņ3-----_ V68º 
V1359-* “== V45 
V158% i : = 23º 
a i : : ; N 
rn: ; : : É os 
Tivissd Visse TVN “eso T V45°T V230 
Vigo = TVigos i< : ; i ; i, Ve 
Tivigad Vias Tv ASS ; 920 T v315dW338° 
8 ; : : É a 
AE ; : : E :! 
V202% : : : N 338º 
x E $ E # 
Voss. --V3150 
Voago E E RS -7 Vo92 
V270 


Figura 4.4: Projeção ortogonal no eixo-x: A(x, y) = (x, 0) 


100 

Logo, 4(0,0,1) = (0,0,0). Logo, A= | 0 1 0 
000 

z t 


(b) Como os vetores que estão no plano z = 
(1,0,0), A(0,1,0) = (0,1,0). O vetor (0,0,1 


o = T Voe 


. Para ilustração veja Figura |4.5 
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0 tem como imagem eles mesmo, A(1,0,0) = 
) após reflexão se transformará em —(0,0,1). 


10 0 
Logo, 4(0,0,1) = (0,0,-1). Logo, 4A= | 0 1 0 
0 0 —1 
(c) Como os vetores que estão no plano y = 0 tem como imagem eles mesmo, A(1,0, 0) = 
(1,0,0), A(0,0,1) = (0,0,1). O vetor (0,1,0) quando projetado valerá (0,0,0). Logo, 
100 
0 
1 


0 0 
0 0 


A(0,1,0) = (0,0,0). Logo, A = 


Figura 4.5: Projeção ortogonal no plano z = 0: A(x, y, z) = (x,y, 0) 
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Exemplo 4.9 (matriz de rotação em R?) Seja R a transformação que roda os vetores 
do R? por um ângulo 0 (no sentido trigonométrico, isto é, anti-horário). 
(a) Mostre que R é uma TL; (b) Determine a matriz R. 


Solução: (a) Vamos provar através da sequência da Figura[4.6|que R(u+v) = R(u)+R(v). 
Na primeira mostramos u, v e u + v. Na segunda, R(u), R(v) e R(u) + R(v). Na terceira 
mostramos que R(u) + R(v) é igual a rotação de u+ v, isto é que R(u) + R(v) = R(u+ v). 

Argumento análogo vale para a multiplicação por escalar. Como a rotação preserva a 
soma e o produto por escalar, R é linear. 


R(u) + R(v) R(u) + R(v) 


qU+V gu+v 


Figura 4.6: Rotação 


(b) Observe na figura abaixo a imagem de R(e1) e R(es). 


sen 0 


cos € SE 
Logo, R(e1) = (cos0,sen0) e R(e2) = (— sen 0, cos0). Logo, R = cos —senf 
g , iy , 2 = , i g ; = ser sos , 
Para ilustração de uma rotação de 23° veja Figura [4.7] a 


Figura 4.7: Rotação de 23° 
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Exemplo 4.10 Determine a matriz de rotação que roda os vetores do R? por um ângulo 0 
em torno do eixo y. 


Solução: Como é em torno do eixo y, A(0,1,0) = (0, 1, 0) (vetor no eixo y não é 

modificado). Se a rotação for por ângulo 0, (veja Exemplo 4.9) A(1,0,0) = (cos 0, 0, sen 8) 
cos0 0 —senf 

e 4(0,0,1) = (— sen 6, 0, cos0). Logo A = 0 1 0 . E 
senô 0 cos 


4.2 Núcleo e Imagem 


4.2.1 Núcleo e Imagem 


Definição 4.6 (Núcleo) (ou kernel) de uma transformação linear T : U —> V, denotado 
por Nuc(T), é o conjunto dos vetores do domínio cuja imagem é o vetor nulo: 


Nuc(T)= {u € U | T(u) = 0). 


Lema 4.7 (núcleo é subespaço) Dada uma transformação linear T : U > V, o Nuc(T) 
é subespaço vetorial de U. 


Prova: Deixamos como exercício para o leitor. E 


Definição 4.8 (Nulidade) de uma transformação linear T é a dimensão do seu núcleo: 
dim(Nuc(T)). 


Exemplo 4.11 Determine o núcleo de T : R? — R definida por: 
(a) T(z,y)=y; (b)T(z,y)=y-z. 


Solução: (a) O núcleo são os elementos (x,y) € R? que são levados no zero. Como 
T(z, y) = 0 = y, o núcleo é a reta y = 0, que corresponde ao eixo x. Mais ainda, T leva a 
reta y = 1 no 1 e a reta y = —1 no —1, conforme indicado na Figura [4.8] 


T 
R? JR 
Yı 
T 
E ad > +17 
1 
T 
ker T 7 EE SS ação = 40 
. Ea E E 
—1 


Figura 4.8: T(x,y) =y 


(b) O núcleo são os elementos (x, y) € R? que são levados no zero. Como T(x, y) = 0 = 
y— x, o núcleo é a reta y = x. Mais ainda, T leva a reta y = z + 1 no 1 ea retay =xz-—1 
no —1, conforme indicado na Figura [4.9] 
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T 
R? +> R 
Y, sadga i. 
= e 
Cia. 
0 o df cm 
ker T po 
er —] 


Figura 4.9: T(x,y) =y- z 


Exemplo 4.12 Determine uma base e dimensão do núcleo da transformação linear: 
2 2 —1 0 1 


1 0 —1 0 
(a) A= ge DRA e (bB=|-1-1 11 
1 1 —2 0 —1 ME 

0 0 10 1 


Solução: (a) Para calcular o núcleo temos que resolver o sistema homogêneo Av = 0. 
11001 
00101 
portanto o núcleo tem dimensão 3. Tomando r, s, t como parâmetros, obtemos que o núcleo é 
(£1, £2, Z3, Z4, Z5) = (—s — t, s, —t, r, t). Colocando r = 1 e s = t = 0 obtemos (0,0,0,1,0) 
no núcleo. Colocando s = 1 e r = t = 0 obtemos (—1,1,0,0,0) no núcleo. Colocando 
t= 1er = s = 0 obtemos (—1,0,—1,0,1) no núcleo. Portanto, uma base para o Nuc(T) 
E T(0/0 0, LO 1,1,0,0,0) = L0,=L 0. Dk 

(b) Para calcular o núcleo temos que resolver o sistema homogêneo Bv = O. Para 

0 —1 0 
0 1 0 —1 
portanto o núcleo tem dimensão 2. Tomando s,t como parâmetros, obtemos que o núcleo 
é (£1, £2, £3,£4) = (s,t,s,t). Colocando s = 1 e t = 0 obtemos (1,0,1,0) no núcleo. 
Colocando t = 1 e s = O obtemos (0,1,0,1) no núcleo. Portanto, uma base para o Nuc(T) 
é 1(1,0,1,0),(0,1,0, 1)}. = 


Para isto, escalonando totalmente 4, obtemos | |. São três variáveis livres e 


isto, escalonando totalmente B, obtemos | | São duas variáveis livres e 


Definição 4.9 (Imagem) de uma transformação linear T : U —> V, denotada por Im(T), 
é o conjunto dos vetores do contra-domínio que são imagem de algum vetor do domínio: 


Im(T) = {v € V | v = T (u) para algum u € U}. 


Lema 4.10 (imagem é subespaço) Dada uma transformação linear T : U > V, a Im(T) 
é subespaço vetorial de V. 


Prova: Deixamos como exercício para o leitor. E 


Definição 4.11 (Posto) de uma transformação linear T é a dimensão da sua imagem 
dim(Im(T)). 
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Observação 4.5 O termo nulidade é pouco utilizado, mas o termo posto é muito co- 


mum. 


Observação 4.6 (calculando núcleo e imagem de T) Como obter o núcleo e a 
imagem de T : R” > R™? 

(a) Para o núcleo vimos nos exemplos: resolva o sistema T(z1,..., £n) = (0,...,0). 

(b) Para a imagem, escalone (não precisa ser totalmente escalonada, veja Lema 
da p[74) matriz com os vetores T(e1),...,T (en) nas linhas para determinar base. Estes 
vetores geram a imagem de T pois para todo v no domínio, v = X;—; A;je; e os vetores 
na imagem T(v) = X; AT(e;). 


Exemplo 4.13 Determine o núcleo, a imagem e suas respectivas dimensões de: 


(a) T:R? >R, T(z,y) = (£ + 2y); 
(b) T: R? > R’, T(xz,y) = (=x, 2y +z, —2x + 2y, 2y— x, 2y); 
(c) T : R? > RË, T(x,y, z) = (y +z, y+ z, 1z, 1+2, +2). 


Solução: (a) Determinamos o núcleo resolvendo (o sistema linear) T(x, y) = 0 = z + 2y. 
Logo x = —2y e tomando y = t, x = —2t. Logo Nuc(T) = ((—2t,t)) = ((—2,1)), dimensão 
1. Como f(1,0), (0,1)} é base de R?, a imagem é gerada por {T (1,0), T(0,1)} = {1,1}. 


Logo a imagem é todo o R, com dimensão 1. 
(b) Determinamos o núcleo resolvendo (o sistema linear) T(x,y) = 0 = (-x,2y + 
x, —2x + 2y,2y — x, 2y); Da primeira equação obtemos —x = 0 e da última 2y = 0. Logo a 


única solução é x = y = 0. Concluímos que o núcleo é o O (dimensão 0). Como ((1,0), (0, 1)} 
é base de R°, a imagem é gerada por {T (1,0), T(0,1)} = {(—1, 1, —2, —1 aa (0,2,2,2, 3D). 
Logo a imagem é (estes vetores são claramente LIs) o ((—1, 1, —2, —1, 0), (0, 2,2, 2, 2)}, co 


dimensão 2. 
(c) Determinamos o núcleo resolvendo (o sistema linear) T (x,y,z) = 0 = (y + z,y + 

y+z 

r+z = 


z,£x+z,£+z,x+ z); Este sistema é equivalente ao sistema Escalonando e 


resolvendo, são duas equações e o variáveis. Tomando z = t, obtemos 
o núcleo é ((—t, —t,t)} = ((—1,—1,1)), dimensão 1. Como ((1,0,0),( 
base de Rº, a imagem é gerada por 

{T(1,0,0), T(0,1,0),T(0,0,1)} = {(0,0, 1,1,1), (1, 1,0,0,0), (1,1,1,1,1)}. Escalonando 
a matriz com estes vetores em cada linha, observamos que o último é combinação linear dos 
outros. Logo a imagem é ((0,0,1,1,1),(1,1,0,0,0), com dimensão 2. E 


x = —t. Logo 


0 
0 
Ss y= 
0,1,0), (0,0,1)} é 


Exemplo 4.14 Determine o núcleo e a imagem somente com argumentos geométricos (sem 
calcular explicitamente) de: 

(a) P : R? —> R? uma projeção ortogonal na reta £ = y; 

(b) R: R? > R? uma reflexão em torno da reta x = y. 

(c) X : R? => R? uma rotação por um ângulo de 27 graus no sentido horário. 


Solução: (a) Como P projeta na reta x = y, a imagem de P é esta reta. Como a projeção 
é ortogonal, serão levados no zero os vetores perpendiculares a esta reta, isto é, Nuc T é a 
reta 2 = —y. 

(b) Dado um vetor v qualquer, ele é imagem de w (tome w = R(v)). Logo a imagem é 
o R?. Por outro lado, o único vetor que refletido vai na origem é a própria origem. Logo o 
núcleo é o subespaço {0}. 
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(c) Dado um vetor v qualquer, ele é imagem de w (tome w a rotação por 27 graus no 
sentido anti-horário de v). Logo a imagem é o R2. Por outro lado, o único vetor que após 


ser rotacionado vai na origem é a própria origem. Logo o núcleo é o subespaço {0}. E 
Observação 4.7 (calculando núcleo e imagem de 4) Dada uma matriz A = 
Vı +- Vn |, como determinar o núcleo e a imagem de A? 


(a) Para o núcleo vimos nos exemplos anteriores: resolva o sistema Ax = 0. 
(b) Para a imagem, escalone (não precisa ser totalmente escalonada, veja Lema[3.15) da 


p|74) matriz com os vetores Ta(e;) = Ae; = vj, para j = 1,...,n (colunas de A) nas 
v > 

linhas: 
|} Vn > 


Exemplo 4.15 Determine uma base e dimensão da imagem da transformação linear: 
2 2 —1 0 1 


1 0 —1 0 
(a) A= o O ad; (b)B=| -1 -1 11 
1 1-2 0-1 oi Ra 
0 0 10 1 
2 —1 1 0 
2 + 10 
Solução: (a) Para calcular imagem temos que escalonar | —1 2 —2 1 |. Escalonando 
0 0 00 
1 1 —1 1 
btem F: E Portanto, uma b ra a Im(T) é 
OBS» | ago! aga d A tanto: uma base paria IHU jE 
{(2, —1, 1, 0), (0,3/2, —3/2, 1)}, que possui dimensão 2. 
1 —1 0 
(b) Para calcular imagem temos que escalonar A = ui E E - Escalonando 
1 1 
obtemos, 0 É 2 | Portanto, uma base para a Im(T) é 
{(1, —1,0), (0, —1, —1)}, que possui dimensão 2. E 


4.2.2 Teorema do Núcleo Imagem 


O próximo teorema é conhecido como o Teorema Fundamental da Algebra Linear pela 
sua importância. Ele relaciona as dimensões do núcleo e da imagem com a dimensão do 
domínio. 


Teorema 4.12 (Teorema do núcleo-imagem (TNI)) Seja T : U >V linear com U de 
dimensão finita. Então 


dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)) = dim(U). 


Portanto a soma das dimensões do núcleo e da imagem é igual a dimensão do domínio. 
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Prova: Suponha que dim(U) = n e que dim(Nuc(7)) = k. Tome base u;,...,u; 
de Nuc(T). Tome v4,...,v, para que y = {u1,..., Uk, V1,- -., Vr} seja base de U. Como 
dim(U) = n e toda base possui mesmo número de elementos, k-+r = n, isto é, dim(Nuc(T)) + 
r = dim(U). 

Vamos mostrar que dim(Im(T7)) = r, mais precisamente, vamos mostrar que 5 = 
(TP (vi),..., T(v,)) forma uma base para Im(7): 

(a) (8) = Im(T): É claro que (3) C Im(T). Vamos mostrar que Im(T) C (8). Seja 
w € Im(T). Então, w = Tu para algum u € U. Como y é base de U, u = au; + 
“-apu; +byvi +-:-brv,. Como u,,..., uy é base do núcleo, T(u;) = 0. Logo, w = Tu = 
biT (vi) +---b,T(v,). Portanto w € (5). 

(b) 8 é LI: Suponha que $; a:T(v:) = O. Pela linearidade de T, T(J; aiv:) = 0. 


Logo $`; aivi E€ Nuc(T). Como u;,...,uy é base do núcleo, existem b; tais que > ,a;v; = 
>; bjuj. Logo >; aivi — >; bju; = 0. Como y é LI, todos os coeficientes são iguais a zero. 
Como 8 é uma base para Im(T) e possui r vetores, dim Im(T) =r. E 


Observação 4.8 Como consequência do TNI, caso o núcleo seja trivial (igual a {0}) a 
imagem terá a mesma dimensão que o domínio e portanto a imagem será uma “cópia fiel” 
do domínio. A dimensão máxima possível para a imagem é a dimensão do domínio: caso 
o núcleo seja não nulo perdemos dimensão da imagem. 


Exemplo 4.16 Determine o valor máximo e mínimo possível para a dimensão do núcleo e 


da imagem de uma TL: 
()T:R SR; (bBT:R SR ()JTIRISR?, 


Solução: Sejam n = dim Nuc(T),i = dimIm(7). Pelo TNI, n + é igual a dimensão 
do domínio. Por outro lado a dimensão da imagem (i) é menor ou igual à dimensão do 
contra-domínio e a dimensão do núcleo (n) é menor ou igual à dimensão do domínio 

(a)n+i=8ei<6. Como 8-—n = i <6, n não pode ser 0 ou 1 pois i seria 8 ou 7. 
Logo n = 2,...,8, i = 6,...,0. 

(b) n+i=5ei<5. Logon =0,...,5,i=5,...,0. 

(c) n+i=4ei< 40. Logon = 0,...,4, i= 4,...,0. E 
Observação 4.9 Pelos exemplos acima, como a dimensão da imagem não pode exceder 
a dimensão do contra-domínio, o núcleo pode ter um mínimo maior que zero. 


Exemplo 4.17 Explique em cada caso porque não existe uma TL: 
(a) T : R" > RH com posto(T) = dim Nuc(T); 
(b) T:Rº > R? com Nuc(T) = ((1,2,3,4,5),(2,3,4,5,6)). 


Solução: (a) pelo TNI, posto(T) + dim Nuc(T) = 11. Como 11 é ímpar, isto é impossível. 
(b) como o núcleo tem dimensão 2, pelo TNI a imagem teria dimensão 3, maior que a do 
contradomínio. E 


Exemplo 4.18 Em cada item dê um exemplo de TL satisfazendo as condições dadas. 

(a) T : R? — R? cujo núcleo seja o plano x + y +z = 0 e a imagem seja a reta 
(z(t), v(t), z(t) = (0,t, t); 

(b) T : Rt > R? cujo núcleo seja gerado por (0,1,1,1) e (1,0,0,0) e a imagem seja o 
plano y + z = 0. 
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Solução: (a) Resolvendo o sistema obtemos que o núcleo é gerado por {(—1, 1,0), (—1, 0, 1)}. 
É claro que acrescentando (1, 0,0) obteremos uma base do Rº. A imagem deve ser ((0,1,1)). 
Utilizando o Lema [4.4] da p/94 fixamos T(—1,1,0) = (0,0,0) = T(—1,0,1). Para garantir 
a imagem fixamos T(1,0,0) = (0,1,1). 

(b) Resolvendo o sistema y + z = 0, a imagem é igual ao ((1,0,0), (0, —1,1)). Comple- 
tando o núcleo com uma base do Rf, consideramos a base 
(1,0,0,0), (0,1,1, 1), (0,0, 1,0), (0,0,0, 1). Definimos T(1, 0,0,0) = T(0,1,1,1) = (0,0,0), 
T(0,0,1,0) = (1,0,0) e 7(0,0,0,1) = (0,—1,1). A TL está bem definida pelo Lema [4.4] da 
p [94] m 


Definição 4.13 (matriz transposta) A transposta de uma matriz A = (a;;) é a matriz 
B = (b) = A” dada por bij = aji, para todo i, j. Se A ém x n então AT én x m e 


Ginn =e Oa 
B=A =| 


Aim `` Anm 


Note que (AT)! = A. 
A relação entre linhas e colunas com núcleo e imagem motiva a próxima definição. 


Definição 4.14 (espaço-linha e espaço-coluna) 
O espaço-coluna de A é o espaço gerado pelas colunas de A, isto é, é igual a Im(A). 
O espaço-linha de A é o espaço gerado pelas linhas de A, isto é, é igual a Im( AT). 


Observação 4.10 (Software Algébrico) Pode-se calcular o espaço-coluna com o co- 
mando do Maxima columnspace. Ver Observação[3.6] da p75) 


Lema 4.15 (dimensão do espaço linha e coluna) A dimensão do espaço-linha é igual à 
dimensão do espaço-coluna, isto é, dim Im( AT) = dim Im(A). 


Prova: Considere A com m linhas e n colunas. A dimensão do espaço-coluna é igual a 
dim(Im(A)). A dimensão do espaço-linha é o número k de linhas não-nulas após escalonar 
A. Como o sistema possui n variáveis e foi reduzido a k equações, concluímos que são n — k 
variáveis livres, isto é, o Nuc(4) possui dimensão n — k. Pelo Teorema [4.12] da p[L02] (TNI), 
dim(Im(4)) = n — dim(Nuc(4)) = n — (n — k) = k. Ou seja, dimensão do espaço-coluna 
= dim(Im(A)) = k = dimensão espaço-linha. E 


Observação 4.11 Como consequência deste lema, quando resolvemos um sistema ob- 
temos o posto da matriz (a dimensão de sua imagem) que é igual ao número de linhas 
não-nulas da matriz escalonada. 
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4.2.3  Injetividade, Sobrejetividade e Núcleo 


Definição 4.16 (função injetiva, sobrejetiva e bijetiva) Seja f : A > B uma função. 
Dizemos que f é: 


e injetiva se f(u) = f(v) implica que u = v. Cada elemento do contra-domínio é 
atingido no máximo uma vez; 


e sobrejetiva se f(A) = B. Cada elemento do contra-domínio é atingido pelo menos 
uma vez; 


e bijetiva se é injetiva e sobrejetiva. Cada elemento do contra-domínio é atingido exa- 
tamente uma vez. 


Exemplo 4.19 Determine se é injetiva, sobrejetiva e bijetiva: 
(a) f : R > R? definida por f(x) = (x, x); 
(b) f:Rº > R definida por f(x,y) = (x +y); 
(c) f : R? —> R? definida por f(x,y,z) = (~z, y). 


Solução: (a) Geometricamente esta TL leva a reta R na reta y = x do R? conforme 
representado na figura abaixo. 


O FN 


— — — 


(x,x)=(y,y) = x= y. Não é sobrejetiva pois, por 


É injetiva pois f(x) = f(y) = 

x) para todo x € R. A imagem é a reta y = x. Utilizando 
I): 

1. 


) 
exemplo, (1,2) £ f(x) = MZ CI 


o Teorema [4.12 [4.12] 2| da p102] (T 


dimensão igual ao do domínio: 

(b) Não é injetiva pois, por exemplo, f(1,0) = (0,1). É sobrejetiva pois dado y € 
(elemento do contra-domínio), existe x € R? (por exemplo, x = (y,0)) tal que f(x) = 
f(y,0) =y. A imagem de f é R. Utilizando o Teorema [4.12] da pJ102] (TNI): O núcleo tem 
dimensão 1 (verifique!) e portanto a imagem tem dimensão 1. 

(c) Não é injetiva pois, por exemplo, f (0,0,0) = (0,0) = f(2,0,0) = f(3,0,0). É 
sobrejetiva pois dado (a,b) € R? tome z = —a e y = b. Logo f(2, b, —a) = (a,b). 
Utilizando o Teorema [4.12] da p[102| (TNI): O núcleo tem dimensão 1 (verifique!) e portanto 
a imagem tem dimensão 2. E 


O núcleo é trivial (verifique!) e portanto a imagem tem 


PAS) 


Lema 4.17 (injetividade e sobrejetividade de TL) Uma transformação linear T : U — 
V é: 

(a) injetiva se, e somente se, seu núcleo for igual a O; 

(b) sobrejetiva se, e somente se, seu posto (dim Im(T')) for igual a dim(V). 


Prova: (a) Como T é linear, T(u) = T(v) se, e somente se, T(u— v) = 0, se e somente se, 
u—v € Nuc(T). Logo T é injetiva se, e somente se, u = v se, e somente se, o Nuc(T) = 0. 

(b) Se T for sobrejetiva, Im(T) = V e portanto, o posto(T) = dim Im(T) = dim(V). 
Por outro lado, se o posto(T) = dim Im(T) = dim(V) então Im(T) C V é um subespaço 
vetorial de V com mesma dimensão que V. Portanto, Im(T) = V. E 
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Corolário 4.18 Uma transformação linear T : V —> V num espaço de dimensão finita V é 
injetiva se, e somente se, é sobrejetiva. 


Prova: De fato se T é injetiva então Nuc(T) = {0}. Logo, pelo Teorema [4.12] da pJ102] 
(TND, dim Nuc(T) + dim Im(T) = 0 + dim Im(T) = dim V. Logo dim Im(T) = dim V e, 
portanto, Im(T) = V, isto é, T é sobrejetiva. 

Se T é sobrejetiva então Im(T) = V. Como dim Im(T) = dim V, pelo TNI dim Nuc(7) = 
dim V — dim Im(7) = 0. Portanto o Nuc(T) = 0 e T é injetiva. E 


Exemplo 4.20 Explique em cada caso porque não existe uma TL: 
(a) T : R” => R? injetiva; (b) T : R? — R? sobrejetiva. 


Solução: (a) Como contradomínio tem dimensão 3, a imagem tem no máximo dimensão 3 
e pelo Teorema [4.12] da p/[102] (TNI) o núcleo tem dimensão no mínimo 4. Para ser injetiva 
deveria ser igual a 0. 

(b) Pelo Teorema [4.12] da pJ102] (TNI) a imagem tem no máximo dimensão 2, igual a 
dimensão do domínio, menor que a dimensão do contradomínio que é 3. E 


4.2.4 Aplicações em Espaços de Funções e Polinômios 


Exemplo 4.21 Considere o espaço Pa de polinômios de grau máximo 2. Seja C!(R; R) o 
espaço das funções continuamente diferenciáveis e C(R; R) o conjunto das funções contínuas. 

Determine se é linear, injetiva e sobrejetiva cada uma das funções abaixo. Caso seja linear 
determine o núcleo e a imagem. 

(a) D : P2 > Ps definida por D(p) = p' (derivada); 

(b) D:C!(R;R) > C(R;R) definida por D(f) = f' (derivada); 

()T:P > P, definida por T(p)(x) = (p(x))2. Por exemplo se p(x) = xz? + 1, 
T(p)(x) = (£? +1) = zt +22? + 1. 

(d) P : F(R; R) > R? definida por P(f) = (F(1), f(2)). 


Solução: (a) Para determinar o núcleo seja p(x) = az?+br +c, D(p)(x) = 2ax+b = 0 para 
todo x implica que a = b = 0. Logo Nuc(D) são os polinômios p(x) = c (constantes). Esta 
mesma expressão mostra que a imagem são os polinômios de grau 1 (P1). Sem fazer contas, 
o conjunto dos polinômios cuja derivada é a função identicamente nula são os polinômios 
constantes. A imagem da derivada de polinômios de grau até 2 são polinômios de grau até 1. 

(b) Como D(kf +g) = (kf +g) = kf'+g' = kD(f) + D(g), concluímos que é 
linear. 

Como D(f) = f’ = 0 implica que f = C (constante) (pelo Teorema do Valor Médio), 
ker D é igual ao conjunto das funções constantes. Como núcleo é diferente de zero, D não é 
injetiva. 

Dada g € C(R;R), defina h(x) = Jo g(s)ds. Pelo Teorema fundamental do cálculo 
heC!te D(h)=h' =g. Logo D é sobrejetiva. 

(c) Embora T(0) = 0, tomando p(x) = x temos T(kp)(x) = k2x? # kT(p)(x) = ka? 
Logo não é linear. 

Por outro lado se tomarmos polinômios constantes iguais a 1 e (—1) observamos que 
T(1)=1 = T(—1). Logo não é injetiva. 

Para qual p, T(p)(x) = xz? Para isto teríamos (p(x))2 = x, o que implicaria que p(x) = 
+v'x. Mas isto não é um polinômio, logo T não é sobrejetiva, pois o polinômio q(x) = x 
não é atingido nunca por 7. 
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(d) Como P(kf + 9) = ((kf + 9). (kf + 92) = (KFC) + 9(1), kf(2) + 9(2) = 
k( f), F(2)) + (g(1), 9(2)) = kP(f) + P(g), concluímos que é linear. 

O núcleo é formado pelas funções f tais que P(f) = (f(1), f(2)) = (0,0), ou seja, 
que se anula em 1 e 2. Alguns exemplos de elementos do núcleo: f(x) = (x — 1)(x — 2), 
g(x) = (x — 1)2(x — 2)? sen(x),... Não é injetiva pois se f(x) = (x — 1)(x — 2) eg(x)=0 
então P(f) = P(g) = (0,0) mas f £g. 

É sobrejetiva pois dado (a,b) € R?, seja y = f(x) a equação da reta que passa por (1, a) 
e (2,b). Logo P(f) = (a,b). E 
Observação 4.12 (análise numérica) No exemplo acima definimos uma projeção que 
associa a cada função contínua seus valores em dois pontos. O leitor pode generalizá-lo e 
definir P : F(R; R) > R” por P(f) = (f(1),..., f(n)) e provar que P é uma TL. 

Em análise numérica, fixado um intervalo [a,b], definimos uma projeção que toma os 
valores da função em n +1 pontos equiespaçados neste intervalo. Dado n qualquer, defina 
Ar = (b — a)/n e to = a, x1 = a + AT, £2 =a+2Az,...,zn = a +nAr = b (são 
n+ 1 pontos). Agora defina P : F(R; R) —> R”+! por P(f) = (f(xo), f(x), .., f(xn)). 
Novamente P é linear. 


Exemplo 4.22 Representando o polinômio p(x) = ax? + br + c pelo vetor p = 


determine as matrizes D, S : R? — R? e I : R? — R que associa a cada p a: 


2 
(a) derivada Dp = p'; (b) derivada segunda Sp = p"; (c) integral Ip = / p(x) de. 
0 


0 000 
Solução: (a) Como p'(x) = 2ax +b, p' = | 2a |. Logo D=|2 0 0 
1 0 10 
0 000 
(b) Como p”(x) = 2a, p” = | 0 |. Logo S= | 0 0 0 |. Note que S = D? (faça as 
2 200 
contas!) pois a matriz da derivada segunda é igual a aplicar a matriz da derivada 2 vezes. 
(c) Ip = $a +2b+ 2c. LogoI=[5 2 2]. E 


4.3 Composição de Funções e Produto de Matrizes 


4.3.1 Composição de Funções e TLs 

Nesta seção recordamos a operação de composição de funções e aplicamos ao caso em que 
as funções são TLs. A composição (de funções e de TLs) não é comutativa de forma geral. 
Definição 4.19 (composição de funções) Dadas f : X >Y eg:Y —> Z, define-se 


gof: X 5 Z 
zo + E 
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Lema 4.20 (propriedades da composição de funções) Considere f : X > Y, g : 
Y5Zeh:Z5W. 


e Associatividade: (fog)oh=fo(goh)=fogonh. 


e Não comutatividade: em geral, go f está bem definido, mas f o g não está. Mesmo 
quando Z = X, caso em que ambas estão definidas, go f e f o g podem diferir. 


Prova: A associatividade da composição deixamos para o leitor. A não comutatividade 
segue do próximo exemplo. E 


Exemplo 4.23 Considere f(x) = 22, gl£) = v+1 eh(x) = x +2. Determine todas as 
composições possíveis e quais comutam. 


Solução: Como f(g(x)) = (£ + 1)? D +2r +1 #g(flx))= A +1, fog&gof(n 
comuta). Como f(h(x)) = (x +2} = r? + 4r +1 #h(flx)) =° +2, foh#hof (n 
comuta). Como g(h(x)) = (x+ 2)+1 = z +3 = h(g(x)) = (£ +1)+2, foh=hof 
(comuta). E 

Da definição de composição de funções em geral, definimos a composição de TLs. O 
próximo lema mostra que a composição de TLs gera uma TL e é a base da definição do 
produto de matrizes. 


ão 
ão 


Lema 4.21 (propriedades da composição de TLs) Sejam S,T,U transformações line- 
ares definidas em espaços vetoriais apropriados para que as composições abaixo façam sentido. 


e T o S é uma transformação linear (composição de TLs é uma TL); 
e De forma geral So T +T o S (não é comutativo); 
e (SoT)oU=So(ToU)=SoToU (associatividade). 


Prova: De fato, (T o S)(ku + v) = T(S(ku + v)) = T(kS(u) + S(v)) = kT(S(u)) + 
T(S(v)) = k(T o S)(u) + (T o S)(v). A não comutatividade segue do próximo exemplo. A 
associatividade segue da associatividade da composição de funções. E 


Notação 4.22 Utilizamos a notação multiplicativa para composição de TLs: To S é escrito 
como TS. 


Exemplo 4.24 Considere TLs definidas em R?: 
e P projeção ortogonal no eixo x: P(a,b) = (a, 0); 
e R reflexão na reta y = x: R(a,b) = (b,a); 
e S reflexão no eixo y: S(a,b) = (—a, b). 


Determine todas as composições possíveis e quais comutam. 
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Solução: Como PR(x,y) = P(y,x) = (y,0) e RP(x,y) ( 
(não comutam). Como PS(x,y) = P(-x,y) = (-2,0) e SP(x,y) = S(x,0) = (—2,0), 
PS = SP (comutam). 

Como RS(x,y) = R(-x,y) = (y, —x) e SR(x,y) = S(y,x) = (—y, x£), RS £ SR (não 
comutam). E 


| 
ES 
8 
2 
| 
o 
= 
T 
= 
+ 
Ro 
T 


Exemplo 4.25 Seja R rotação de 60 graus em torno da origem em R?. Determine: 
(a) R$; (b) todosn €N tais que R” = I (identidade). 


Solução: (a) rodar 6 vezes 60 graus equivale a rodar 360 graus. Logo Rê (x,y) = (x,y). (b) 
Basta que 60n seja múltiplo de 360. Logo n = 6,12,18,...:n=6k com k € N. E 


4.3.2 Produto Matriz-Matriz 


A operação de produto entre duas matrizes é provavelmente conhecida dos alunos. Vamos 
introduzi-la de forma bastante distinta para depois re-interpretá-la de diversos modos, tal qual 
fizemos com o produto matriz-vetor na Definição [2.19] da p[53/e no Lema [2.22] da p54] 

Dadas matrizes 4 e B podemos considerar as transformações lineares correspondentes 
T4 e Tg da Definição [4.3] da pJo3] Pelo Lema [4.21] da pJ108] (se A e B tiverem dimensões 
apropriadas) a composição S = T4 o Tp é uma TL. Pelo Lema [4.5] da pJ94] existe uma única 
matriz C tal que To = S. Definimos o produto AB como C. Seguem os detalhes na definição 
abaixo. 


Definição 4.23 (produto de matrizes) Sejam A E Mmxp e B E€ Mpxn. Considere 
Ta,T6 as TLs correspondentes. Por definição Tg : R” —> R? e Ta : RP > R”. Como 
a composição de TLs é uma TL, S = T4 o Tg : R” > R” é TL. Logo existe uma única 
C € Mmxn tal que S = To. Definimos o produto AB = C € Mmxn- Teremos então que 
TaB = Ta (o) Ta: 

De forma mais curta, abusando a linguagem, C = Ao B (composição das TLs correspon- 
dentes a A e B). 


Observação 4.13 


e As restrições nas dimensões das matrizes A e B para que faça sentido AB decorrem, 
de forma natural, da definição por composição de TLs: o contradomínio de A deve 
ser igual ao domínio de B; 


e A não-comutatividade do produto de matrizes decorre da não-comutatividade da 
composição de funções lineares; 


e O produto de matrizes herda todas as propriedades da composição de TLs: distribu- 
tividade, associatividade, etc. 


A definição acima é elegante mas não mostra como calcular o produto matriz-matriz. Este 
é o conteúdo do próximo lema, que reduz o produto matriz-matriz a produtos matriz-vetor. 
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fî T 
Lema 4.24 (produto matriz-matriz) Sejam A E€ Mmxp €e B = | vi > vn| € 
y I 
Mpxn, com v; E€ RP. Então, 
T T T 1 
A = A || vm 000 São | = | Ala Soo Aip 
4 y 


Prova: Vamos determina quem são as colunas de AB. Para isto, basta aplicar AB em 
um vetor da base canônica e;. Note que Th(e;) = Be; = v; (j-ésima coluna de B). Pela 
Definição [4.23] Tup(e;) = Tu(Te(e;)) = Ta(v;) = Avj. Logo a j-ésima coluna de AB é 
Avj. E 

Vimos (Definição da p3] e Lema da p54) duas interpretações do produto 
matrız-vetor: 

(a) combinação linear das colunas da matriz, ou 

(b) produtos escalares com linhas da matriz. 

Vamos ver três interpretações para o produto matriz-matriz. 


Lema 4.25 (interpretações do produto matriz-matriz) Sejam A e B matrizes (de di- 
mensões apropriadas para que esteja definido AB). Então (veja figuras): 

(a) colunas de AB são combinações lineares das colunas de A; 

(b) linhas de AB são combinações lineares das linhas de B; 

(c) entradas de AB são produtos escalares de linhas de A por colunas de B. 


Prova: (a) segue do Lema que colunas de AB são produto matriz-vetor de 4 com 
colunas de B. Como produto matriz-vetor é CL de colunas de 4, segue o resultado. (b) segue 
de (a) se aplicarmos a transposição de matrizes dos dois lados; (c) segue do Lema da 


pi53/e da interpretação do produto matriz-vetor do Lema da pf54 E 
A 
n 
p =p i m 
n 
À y 
m 


Figura 4.10: Produto Matriz-Matriz: colunas de AB são CLs das colunas de A. 


Lema 4.26 (propriedades do produto matriz-matriz) Sejam A, B,C matrizes. Sem- 
pre que o produto faça sentido, valerá as seguintes propriedades: 


e De forma geral AB £ BA (não-comutativo); 
e (AB)C = A(BC) = ABC (associatividade); 


e AB = 0 não implica que A = 0 ou B = 0. 
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p =p m 


y y 


Figura 4.11: Produto Matriz-Matriz: linhas de AB são CLs das linhas de B. 


À 


p — p m 


Figura 4.12: Produto Matriz-Matriz: entradas de AB são produtos escalares de linhas de A 
por colunas de B. 


Prova: A não-comutatividade segue do próximo exemplo. Veja também o Exemplo [4.24] 
da p[108] A associatividade do produto de matrizes segue da associatividade da composição 
de TLs (Lema [4.21] da p108). Ao contrário do que ocorre com números reais, onde ab = 0 
implica que a = 0 ou b = 0, isto não vale para matrizes. Veja o próximo exemplo. E 


Exemplo 4.26 Considere A = | : ; | e B = | ; : |. Mostre que AB + BA e que 


BA = 0 embora ambas matrizes sejam não nulas. 
a fiol[lo17 [01 “[foalfiol foo 
soucs: aB- [1 8][9 2]=[0 5]. a= [8 2] [15]=[50].a 


4.4 Função e Matriz Inversa 


4.4.1 Função Inversa e TLs 


Recordamos a definição de função inversa e obtemos propriedades de inversas de TLs. Pode- 
mos inverter somente funções (e TLs) que são bijetivas. 


Definição 4.27 (Função Inversa) Seja f: X —> Y uma função bijetiva. Dado y € Y: 
(a) sobrejetividade garante que existe x € X tal que f(x) = y; 
(b) injetividade garante a unicidade de tal x. 
Fica bem definida a inversa de f, denotada por f~! : Y — X, definida como f~! (y) = zx. 
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X Y 


Como funções bijetivas possuem inversas, usaremos, indistintamente, os termos bijetiva 
e invertível. 


Exemplo 4.27 Determine a inversa de: 


(a) Ha) =x; (b) f(x) = 10º; (c) f(x) = cos(x). 


Solução: (a) f(y) = 7, para y > 0, pois (7) = y e Y3 = x. A inversa não é 
ao 
(b) f(y) = logio(y) pois logyo(107) = x e 10/8106) = y. 
(c) f !(y) = arccos(y) pois cos(arccos(y)) = y e arccos(cos(x)) = x. A inversa não é 
g(x) = 1/ cos(x). E 


Lema 4.28 (propriedades da função inversa) Seja f : X —> Y uma função bijetiva. 
(a) fu) =y para todoy €Y; (b)f(Ff(x)) =x para todo x € X. 


Prova: Imediata pela definição da inversa. E 


De fato, estas duas propriedades caracterizam a inversa, conforme veremos no próximo 
lema. 


Lema 4.29 (caracterização da função inversa) Seja f : X —> Y uma função qual- 
quer. Se existem g,h:Y > X satisfazendo: 

(a) (go f)(x) =x para todox € X e (b)(foh)(y) =y para todoy €Y, 

então f é bijetiva e g= h= f~. 


Prova: Seja Ix a identidade em X e Iy a identidade em Y. 
Se ros é injetiva, então s é injetiva. E se ro s é sobrejetiva, então r é sobrejetiva. Como 
Ix é injetiva, e Iy é sobrejetiva, podemos concluir que f é bijetiva e f~! está bem definida. 
Logo 
gof=Iyx > gofof!=Ivof! => g=f e 
foh=Iy > fHofoh=ftol > h=f™. E 


Corolário 4.30 Se f é bijetiva, então f~t é bijetiva e (f 1) 1 = f. 


Lema 4.31 (inversa da composta) Se f : Y —> Z eg: X — Y são invertíveis então 
fog também oée(fog) t =g o f. 


Prova: Basta observar o diagrama abaixo. 


HY 


Vamos agora particularizar para o caso em que a função é uma TL. Para isto precisamos 
que ela seja uma bijeção. 
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Lema 4.32 (propriedades da inversa de TL) Sejam S,T:U > V transformações line- 
ares bijetivas (invertíveis), então: 

(a) T-t é linear; (b)U eV têm a mesma dimensão se dim(U) é finita; ()(ST)! = 
ns 


Prova: 

(a) Sejam vi, v2 E V e a,b € R e u, = T7} (v1), u2 = T7! (v3). 

Então, pela linearidade de T, T(au; + Sus) = aT (u1) + ET (us) = avı + vo. 

Logo T~! (avı + 8v2) = T7!(T (au, + Bu5)) = au, + Bus = aT! (v1) + 8T! (v2). 

(b) Pelo Lema [4.17] da pJ105] como T é injetiva, dim Nuc(T) = 0; como T é sobreje- 
tiva, dim Im(T) = dim(V). Pelo Teorema [4.12] da p[102] (TNI), dim(U) = dim Nuc(T) + 
dim Im(T) = 0 + dim(V) = dim(V). 

(c) Segue pelo Lema [4.31] E 


Teorema 4.33 (inversa e o núcleo) Suponha V de dimensão finita. SeT : V > V então 
T é invertível se, e somente se, Nuc(T) = {0}. 


Prova: Se T é invertível então é injetiva e pelo Lema [4.17] da p[105]o núcleo é nulo. 
Suponha que Nuc(T) = {0}. Pelo Lemal4.17|da p[L05] T é injetiva. Pelo Teorema/4.12|da 
p[102|(TNI), dim(V) = dim(Nue(T)) + dim(Im(T)) = dim(Im(T)) (pois dim Nuc(T) = 0). 
Logo T é sobrejetiva. Como T é injetiva e sobrejetiva segue que T é uma bijeção e portanto 
é invertível. E 


Exemplo 4.28 Determine, se for possível, a inversa das transformações geométricas em R?: 
(a) rotação de 25 graus; (b) reflexão em torno da reta 2x — 3y = 0; (c) projeção 
ortogonal na reta 5x — 2y = 0. 


Solução: (a) inversa é rotação de 360 — 25 = 335 graus pois rodar 25 graus e depois rodar 
335 graus equivale a rodar 360 graus, isto é, ficar parado. 

(b) inversa é refletir novamente em torno da mesma reta (2x — 3y = 0) pois duas reflexões 
seguidas cancelam uma a outra; 

(c) não possui inversa pois os vetores perpendiculares à reta 5y — 2y = 0 farão parte do 
núcleo; como ele é não-trivial, esta TL não possui inversa pelo Teorema [4.33] E 


4.4.2 Matriz Inversa 


Definição 4.34 (matriz identidade) Definimos como matriz identidade I a matriz que 
corresponde à TL identidade I : R” — R” definida por I(v) = v para todo v € R”. I é uma 
matriz diagonal com n 1's na diagonal (vetores da base canônica em cada coluna): 


i t í 
l= S a Sa = Es 
1 1 


Definição 4.35 (matriz inversa e singular) Diz-se que uma matriz quadrada A € M,xn 

é invertível se existe B € M,xn tal que AB = BA = I. Neste caso dizemos que B é a 

matriz inversa de A e denota-se B por A”! (a unicidade é provada no próximo lema). 
Caso A E Mnxn não seja invertível dizemos que A é singular. 
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Lema 4.36 (propriedades da inversa) Sejam A, B E€ M,xn. Então: 
(a) Inversa de A é única; 
(b) AB = I se, e somente se, BA = I, see somente se B = A; 
(c) Se A e B são invertíveis então AB é invertível e (AB)! = BA. 


Prova: (a) Suponha que C e B são inversas de A. Então AC = I e BA = I. Logo, 
(BA)C = IC = C e pela associatividade do produto de matrizes (Proposição [4.26) B(AC) = 
BI=B=C. 

(b) Se AB = I então A é sobrejetiva pois A(Bv) = Iv = v para todo v. Pelo 
Corolário [4.18] da p[106] A é uma bijeção e portanto existe inversa At. Pela unicidade da 
inversa, 4! = B. Deixamos o resto para o leitor. 

(c) Aplique o Lema [4.32] para provar que AB é invertível e a fórmula dada. E 


Lema 4.37 (núcleo e inversa de matriz) A matriz quadrada A é invertível se, e somente 
se, Nuc(A) = 0. 


Prova: Aplique o Teorema da p à TL associada T4. E 


Antes de apresentar o algoritmo do cálculo de matriz inversa, vamos mostrar como resol- 
ver simultâneamente sistemas lineares com mesma matriz de coeficientes mas com lado 
direito distinto. 


Exemplo 4.29 (resolvendo sistemas lineares simultaneamente) Resolva os sistemas 
q +2y=4 l xz +2y = —1 


dp O pu ed de forma independente e simultaneamente. 


Solução: De forma independente calculamos 
1 214 1 214 1 0 
2 519 0 1/1 0 1 
determinando a solução do primeiro sistema (x = 2, y = 1), e depois calculamos 
12/-1 1 2|—1 1 0 1 
2 5|—3 0 1|—1 0 1ļ-1 l’ 
determinando a solução do segundo sistema (x = 1, y = —1). 


Podemos resolver simultaneamente os dois sistemas aumentando a matriz com vários 
lados direitos de uma vez. Desta forma calculamos 


1 2/4 —1 1 214 —1 1 012 1 
2 519 —3 0 1/1 —1 0 1/1 —1 
para obter a solução dos dois sistemas com um escalonamento. E 


Teorema 4.38 (algoritmo para calcular matriz inversa) Seja A uma matriz quadrada. 
(a) Monte matriz estendida [A|T]; 
(b) Escalone totalmente até obter a matriz identidade no lado esquerdo. 
Caso isto seja possível, a inversa aparecerá do lado direito: [I| A71]. 
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T T 
Prova: Pelo Lema |4.36| basta determinar B = | vı --- vn | tal que AB = I. Como 
$ $ 
T T 
I= |e ... e, |, queremos que 
4 4 
T T T T T ii 
AB=A| v © vn | =| Av... An l =zl=]e& ... e, 
4 4 e E $ $ 


Para isto temos que resolver n sistemas do tipo Av; = e; para i = 1,...,n. No Exemplo 
vimos como resolver simultaneamente sistemas cujo lado esquerdo é o mesmo. Monte a matriz 


P q 
ampliada A |ej---e, | = [AlI| e escalone-a totalmente, obtendo a matriz identidade 
| 


à esquerda e a solução dos sistema no lado direito. Desta forma, após o escalonamento total, 
obtemos 


q o 4 
A [etcen | =[A ~] Tv |=[B]= [Z474]. 
do 4 + 4 


Exemplo 4.30 Determine a matriz inversa de A = | | E |. 


Solução: Escalonando totalmente | 
ganf 1/8 2/8 
= 1/8.) 


Observação 4.14 (Software Algébrico) Pode-se calcular a matriz inversa com o co- 
mando do Maxima invert. Entramos a matriz com M: matrix( [1,-2], [1,1]); e 
invertemos com invert (M) ;. 


1 E: 0 


iol 1/3 2/3 
i to 1 | obtemos | 


à dl a Roe 


4.5 Álgebra das Matrizes e TLs 


4.5.1 Álgebra de Matrizes 


Nesta seção vamos introduzir operações de soma e produto por escalar de matrizes e TLs. 
Munido destas operações o conjunto das matrizes e o das TLs formam um espaço vetorial. 
Vamos começar definindo as operações de soma e produto por escalar de matrizes. Fa- 
remos isto utilizando as definições correspondentes (ver Definição [1.2] da plle Definição [1.4] 
da pl2) em R”. 
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Definição 4.39 (soma de matrizes e multiplicação por escalar) Sejam k um escalar 


e matrizes A, B m x n cujas colunas são compostas por vetores a,,...,a, eby,...,b,, isto 
T i T T 
A=]a > a | eB=|b ob; 
4 E 4 J 
T T T T 
Define-se A + B = | (a+b;) -- (aa+b,) | ekA= | (ka) -- (kan) 
y 4 y J 


Observação 4.15 O sinal “+” (mais) dentro da matriz e entre as matrizes tem significado 
distinto: trata-se de soma de vetores, num caso, e de soma de matrizes, no outro. A mesma 
observação vale para o produto kA. 

A definição usual destas operações é, componente a componente, (A + B)i; = aij + 
bij e (KA); = kaij. mas nossa apresentação é mais elegante. 


Lema 4.40 (espaço vetorial das matrizes) O conjunto das matrizes M,xn (Defini- 
ção[2.2) da pJ30) munido com as operações da Definição [4.39 é um espaço vetorial. 


Prova: Uma matriz A € M,xn pode ser vista como um vetor em R™” com entradas 
(aij). Vista deste modo, com operações definidas componente a componente, Mmxn é igual 
a R””. Como já sabemos que R™” é um espaço vetorial, Mmxn é um espaço vetorial. m 


Lema 4.41 (propriedades das operações com matrizes) Dadas matrizes 4, B,C e es- 
calar k, sempre que o produto faça sentido, valerão as seguintes propriedades: 

(a) (kA)B = A(kB) = k(AB) (associativa), 

(b) A(B + C) = AB + AC (distributiva), 

(c) (A + B)C = AC + BC (distributiva), 

(d) (AB = BT AT, 

(e) Se A é matriz quadrada e I matriz identidade de mesmo tamanho, AI = IA = A. 
Dizemos que a matriz identidade é o elemento neutro para o produto de matrizes. 


Prova: Por ser enfadonha será omitida. Pode ser feito por aplicações apropriadas do 


Lema da p[54|e Lema da p ou calculando todas entradas das matrizes. E 


Finalizamos esta Seção com definições úteis para a Seção Autovalores e Autovetores 
(matriz simétrica) e para Seção Produto Interno (matriz ortogonal). 


Definição 4.42 (matriz simétrica) Dizemos que A é simétrica se A = A”. 


A matriz tem que ser, necessariamente, quadrada para ser simétrica. 


1234 
o o 25 6 7 
Exemplo 4.31 São simétricas: a ko c 
b ek 368 9 
3 4 7 9 10 


Definição 4.43 (matriz ortogonal) Dizemos que Q é ortogonal se QTQ = I (identi- 
dade). 


Exemplo 4.32 São ortogonais: O dis 0 1 0 
1/v2 0 —1/2 0 v3/2 


— cos sen 


1/v2 0] [v3/⁄2 0 1/2 E i 
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4.5.2 Álgebra das TLs! 


Definição 4.44 (conjunto das TLs) Dados U e V espaços vetoriais denotamos por 
L(U; V) o conjunto das transformações lineares T : U > V. 


Definição 4.45 (operações entre TLs) Dados T, S € L(U; V) e k escalar, definimos a 
soma de TLs e a sua multiplicação por escalar por: 


T9: U = V á kT: U > V 
u > T(u)+S(u) 


Observação 4.16 O sinal “+” (mais) em “T + S” e “T(u) + S(u)” (bem como do 
produto) possui significado distinto em cada expressão: soma de TLs, num caso, e soma 
de vetores no outro. Compare estas definições com as da Definição [3.16] da p|76] e veja 
que são iguais. 


Lema 4.46 (espaço vetorial das TLs) O conjunto L(U; V) munido com às operações da 
Definição [4.45] é um espaço vetorial. 


Prova: É claro que L(U;V) C F(U;V) (toda transformação linear é uma função). É um 
exercício fácil mostrar que F(U;V) é um espaço vetorial (dica: elemento neutro da soma é 
E : U — V definida por E(x) = 0). Portanto, pelo Lema [3.6] da p167] basta verificar que 
L(U; V) é fechado com relação às operações de soma e produto por escalar. 

De fato, sejam T, S € L(U; V). Então (T + S)(u+Av) = T(u + àv) + S(u 4 
(linearidade de T e S) T(u) + AT (v) + S(u) +AS(v) = T(u) + S(u) + A(T(v) + S(v)) 
= (T + S)(u) + A(T + S)(v). Logo T + S é uma TL, isto é, T + S € L(U; V) (fechado 
pela soma). 

De forma análoga, (kT)(u+Av) = kT(u+Av) = (linearidade de T) = kT (u)+kAT (v) = 
(kT)(u) + A(kT)(v). Logo kT é uma TL, isto é, kT € L(U; V) (fechado pelo produto). 

Como £(U; V) é fechado com relação às operações de soma e produto por escalar é um 
espaço vetorial. E 


Observação 4.17 No Desafio da p/136| pede-se para determinar uma base para 
L(U;V) e uma prova que dim(L(U:V)) = dim(U) dim(V) caso U,V sejam espaços 
vetoriais de dimensão finita. 


Lema 4.47 (propriedades da composição de TLs) Dadas TLs S,T,U e escalar k, sem- 
pre que a composição faça sentido, valerão as seguintes propriedades: 

(a) (kS)o T = S o (kT) = k(S o T) (associativa) 

(bD)So(T+U)=SoT+SoU (distributiva); 

()(S+T)oU=SoU+ToU (distributiva); 


Prova: Deixamos para o leitor. E 


1A leitura desta subseção é opcional. 
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4.6 Matriz em Blocos 


Já vimos como operar uma matriz por colunas ou linhas. Podemos generalizar para blocos 
de tamanho qualquer. É muito importante em linguagens de programação moderna (Fortran 
2000 e Python por exemplo) e em programas de computação científica (Scilab e Matlab por 
exemplo) interpretar o produto e soma de matrizes por blocos. 


2 2 O 
123/45 

Exemplo 4.33 (matriz em blocos) Considere a matriz A = | 2 2 2/2 2 | e defina 
123/45 
PAR RS 2 


Am Ay» 
Ao Ago 
An An Es Ay Ao | AnAi E A Ago | 

An An T Ao Ap | An Ar +” Ao Ago 


por Ai; cada um destes blocos: A = | | . Mostre que: 


A? = AA = 


Solução: Verifique que as dimensões permitem calcular todas as operações. Depois faça a 
conta. Deixamos detalhes para o leitor. E 
O próximo lema mostra que operamos com os blocos como se fossem números, com o 
único cuidado de manter a ordem nos produtos pois o produto de matrizes não é comutativo. 
Apresentamos a divisão em 4 blocos mas podemos dividir num número arbitrário de blocos. 


Lema 4.48 (soma e produto de matrizes por blocos) Sejam 4 e B matrizes divididas 
An Ay | eB = | Bıı Bio | 
As A22 Bə Bo, 
kA | kAi2 
kAə1ı | kA22 | 
Caso o tamanho dos blocos sejam compatíveis para que as somas que aparecem na fórmula 
Ai + Bu | Ai + By | 
Am + By | A» + Bo | 
Caso o tamanho dos blocos sejam compatíveis para que os produtos que aparecem na 
AnBn ag AB | AnBy F A12 Bo» 
A2 B11 TF Ao By | An B12 Pig Ago B22 i 


em blocos com A = | 


Seja k € ra=] 


sejam possíveis, A+ B = 


fórmula sejam possíveis, AB = | 


Prova: Consulte a literatura. E 


B 0 : ; 
0 œ| com B,C € Mox Invertíveis. 
O O significa uma matriz com todas as entradas nulas de tamanho apropriado. Determine: 


(a) 42; (b) AM. 


Exemplo 4.34 Suponha A € Maxa tal que A = 


Solução: (a) 42 = AA = | 
BB1 o | [701]. 
0 CC Jo | = 


Exemplo 4.35 Suponha A 


B? 0 0 ; 
o eV (b) 47! = | O Ca | pois AM! = 
I. 


,B,C quadradas, I matriz identidade com a dimensão correta 
em cada caso. Defina J = E ais a 1=|5 ú 


(a) J: (b)2J; (c) K+ 


Gi 0 B 
(d) KL; (e)LK. 


| . Determine: 
E: 
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5 A AB+BD 2A 2B 
l 2 — = 
Solução: (a) J? = | 0 c2 |. (b) 2J = | 0 2C | 
o |A+I 0 Taol 
©ox+r=| 0 pos | teto KL= [5 ER E 


Veja como inverter uma matriz de bloco qualquer na Wikipedia: Matriz inversa. 


4.7 «Matriz Representando Vetor: Coordenadas! 


Definição 4.49 (coordenadas) Seja V um espaço vetorial (de dimensão finita) com base 
b = (by,bs,...,b,). As coordenadas do vetor v € V na base 8 (conjunto ordenado) são 
os coeficientes a; 's (únicos pela Definição da pl72) usados para combinar linearmente os 


vetores b;'s de forma a gerar v, isto é, v = J aib;. Denotamos pela matriz de uma coluna: 
=| 


A função [-]: V — Mhnxı associa a cada vetor suas coordenadas na base £. 
vo [vjs 

Exemplo 4.36 Dados a base canônica € = {e1,€2,...,€n} do R” ev = (1,2,3,...,n) 

determine [v]. 
1 
2 

Solução: Como v = le; + 2e, +--: + ne, concluímos que [v] = | . |. E 
n 


Exemplo 4.37 Considere o vetor v = (2,4) € R? e as bases e = {(1,0), (0,1)} e 8 = 
((1,1),(0,1)J. Determine |v]: e [vls. 


Solução: Como (2,4) = 2(1,0) + 4(0, 1), então [v]: = | ; | Queremos (2,4) = a(1,1) + 


b(0,1), ou seja, 2 = a,4 = a +b. Logo b= 2 e (2,4) = 2(1, 1) 420,1) e [vs = |5 
Mostramos na Figura [4.13] porque o mesmo vetor pode possuir coordenadas distintas em 
bases distintas. E 


Exemplo 4.38 Considere a base 8 = [((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)j e o vetores v = (1,2,2) 
e w = (1,1,0). Determine [v], [v]a, [w]; e [w]s. 


Solução: É claro que (reveja exemplos anteriores) [v], = elwl.=|1 


1A leitura desta seção é opcional. 
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Figura 4.13: Vetor v = (2,4) em bases distintas 


Queremos (1,2,2) = a(1,1,1)+6(0,1,1)+c(0,0,1). Logo 1 = a,2=a+b,2 = a+b+ c. 


Logo b = 1 e c = 0. Logo (1,2,2) = 1(1,1,1) + 1(0,1,1) + 0(0,0, 1) e [v]; = i 
Queremos (1,1,0) = a(1,1,1) + b(0,1,1) + c(0,0,1). Logo 1 = a,1 = M b,0 = 
a+b+c. Logo b= 0 e c= —1. Como (1,1,0) = 1(1,1,1) + 0(0,1,1) — 1(0,0,1), então 
[lw]; = ; - Como [w]; = [v]; = ; , vetores distintos podem possuir as mesmas 
E ç bases distintas. i E 


Exemplo 4.39 Considere a base 5 do Exemplo da p[73 e v = (v1, V2,..., Un) E€ R”. 
Determine |v];. 


Solução: Da solução do Exemplo[3.21]da pIr3] v = vbi + (v2 —v1)bo +- -+ (vn — Vn-1)ba- 
Portanto: 
Ui 
[v]s = [on va, Un) — E A 
B 
Un — Un E 


Os dois exemplos a seguir mostram como determinar as coordenadas de um vetor numa 
base qualquer dadas suas coordenadas na base canônica e vice-versa. Um caso é direto, o 
outro envolve resolver um sistema linear. Juntando os dois exemplos podemos passar de 
uma base a qualquer para outra 3, bastando passar pela base €. 


Exemplo 4.40 Considere a base 8 = ((1,1,1), (1,0,1), (2,0, —1)} de R$. Determine: 
2 
(a) v sabendo que |v]; = 3 |; (b)[(4,3,7)]p. 
—1 
Solução: 


(a) Efetuando, v = 2(1,1,1) + 3(1,0,1) — (2,0, —1) = (3,2,6) 
(b) Precisamos determinar a1, a2,a3 € R tais que aı(1, 1,1) +as(1,0,1)+as(2,0, —1) = 


la + lay + 2as = 4 
(4,3, 7). Expandindo, obtemos o sistema linear: la + 0a, + Dig = 3. 
las + las ie (— as = 7 
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11 2/14 100 3 
Escalonando | 1 0 0/3 /=- |0 1 0| 3 |. Portanto a solução é única com 
1 1 1/7 0 0 1|—1 
3 
(a1, a2,a3) = (3,3, —1). Portanto, [(4,3, 7)le = 3 j. E 
—1 


Exemplo 4.41 Considere V = P» (polinômios de grau até 2), a base € = {1, x, 12), a 
base 8 = {1 + x, 1— zx, x°}, e os vetores (polinômios que são elementos de P2) u = 8, 
v = 6 + 5x? e w = 8x — 2. Determine: 


(a) lue Œ) wle (o) [w] (d)luls, (e) [v] (9) [w]s. 


Solução: (a) Como u = 8 + Ox + 022, [u], = - . (b) Como v = 6 + 0x + 522, 
6 | —2 
[v]. = | 0 |, (c) Como w = —2 + 8x + 022, [w]; = 8 
(d) o 8=a(l+a)+b(1—-1)+ez2. E =a+b+(a—b)xr+cz?. Logo 
a+b= 8,a—b=0,c=0. Logo a= b= 4. Como 8 = 4(1 + x)+4(1-— zx), [u]; = i 
0 


(e) Queremos 6+5x? = a(1+x)+b(1—x)-+cx2. Expandindo 6+5? = a+b+(a—b)x+cx?. 
Logo a+b = 6,a—b = 0,c = 5. Logo a = b = 3. Como 6+ 5x? = 3(1+27)+3(1-1)+52xº, 


3 
[vle = | 3 
5 
(f) Queremos 8x — 2 = a(1 +x) +b(1— x) + cr? = a +b+ (a—b)r+cr?. Logo c= 0e 
temos que resolver o sistema l e E ES . Resolvendo obtemos a = 3,b = —5. Logo 
3 
Wwe = | —5 |. m 
0 


Exemplo 4.42 Considere F(R; R) (funções reais), 8 = {sen? (x), cos? (x)} ey = {1, sen? (x)}. 
Considere os vetores (funções que são elementos de F(R; R)) u = cos?(x), v = cos(2x) e 
w= 1. Seja W = (p) C F(R; R) o subespaço gerado por 5. Prove que: 

(a) W = (y) (espaço gerado por y); (b) 8B ey são Lis; (c) u,v € (7). 

Determine: 


(d) [u]s, [v]s, [w]; (e€) luly, [v] [wh 


Solução: (a) Seja G = (y). Se z € W então z = asen? x + bcos? z. Logo z = asen? z + 
b(1 — sen? x) = b1 + (a — b)sen? x € G. Agora se k € G então k = al + bsen? z = 
a(sen? z + cos? x) + bsen? x = (a + b) sen? z + acos? x € W. Logo G = W. 

(b) Vamos provar que £ é LI. Suponha que asen? x + bcos? x = 0. Queremos provar que 
a = b = 0. Como a identidade é para todo x € R, tomando x = 0 concluímos que a0+b1 = 0, 
ou seja, b = 0. Tomando «x = 7/2, al +b0 = 0, logo a = 0. Convidamos o leitor a provar 
que y é LI. Uma técnica mais geral é o Wronskiano apresentada no Desafio [6.9.4] da p[193] 

(c) u = cos? x = 1—sen? z € W, v = cos(2x) = cos? (x) —sen? (x) =1-2sen?(x) € W, 
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(d) Pelo item anterior e identidades trigonométricas (verifique!) [ul; = , [v] = 


ei) [Je [tomei] 


O próximo lema garante que todo espaço vetorial de dimensão finita n é essencialmente 
igual ao R” (em linguagem matemática, dizemos isomorfo pois existe bijeção linear). 


Lema 4.50 (mapeamento vetor — coordenadas é bijeção linear) Considere V es 
paço vetorial de dimensão finita n com base 8. O mapeamento |-]s: V > Mia 
v= [ls 
é: 
(a) linear, isto é, preserva combinações lineares, 


[lau + 7v]; = afu] +ylv]a Va,y ER, Vu,v EV; 


(b) injetivo, isto é, se [v]s = |w] então v = w. 
(c) sobrejetivo, isto é, dada matriz coluna A E Mpnx1ı, existe v € V tal que [v] = A. 
Além disso existe uma bijeção linear L : V > R”. 


Prova: (a) Escrevemos 8 = {v1, V2,...,Vn}. Dados u,v € V, u = X aivi ew= 
i=1 
n n a 
N gavi. Assum u + w = X (a; + qi)v:. É imediato que [u]; = “o [wl = 
i=1 i=1 a 
Jı ai +1 a a 
, lu + w] = : = +]: = [uls + [w]. Analogamente, 
Yn An T Yn An Yn 
Ea 
uj = | : | =élula. 
EAn 
(b) Segue da unicidade da representação de um vetor como CL de vetores de uma base. 
Qı n 
(c) Dado A= | : | defina v = X aivi. 
Seja £ a base canônica do R” e | - |Z} : Mx —> R” o mapeamento inverso. Defina 
L = ||- Jalz* : V — R”, a composição de [-]:! com [-]p. E 


Embora coordenadas sem indicação da base não determinem um vetor, existe uma con- 
venção (dizemos que é um abuso de notação, isto é, um uso da notação diferente do conven- 
cionado) que é assumir que a base é canônica. Temos três formas equivalentes de determinar 
o mesmo vetor v € R” (veja p/31): 


e considere o vetor v = (a4,..., 0) (uso correto); 


Qı 
e considere o vetor [v], = | : | (uso correto); 


Qn 
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a 
e considere o vetor v= | : | (abuso de notação). 


Qn 


O último uso é tão comum que muitos livros usam como definição de vetor do R”: um 
vetor é uma matriz com uma coluna e n linhas. Um vetor poderia ser uma matriz linha, mas 
a convenção utilizada em todos os livros é como uma matriz coluna. 


4.8 xMatriz Representando TL: Mudança de Base! 


Antes de estudar esta seção estude a definição de coordenadas de um vetor numa base 
(Definição da p/119). 

O Lema da p/94] mostra que existe uma bijeção entre matrizes (Mmxn) e L(R”; R”) 
(TLs do R” em R”). Vamos associar matrizes a TLs entre dois espaços vetoriais quaisquer 
de dimensão finita. 


Definição 4.51 (matriz associada à TL) Sejam U e V espaços vetoriais de dimensão 
finita com dim(U) = n e dim(V) = m e bases 8 = (u,,... un) de U ey de V. Dada 
Te L(U; V), denotamos por [7]. ; E Mmxn a matriz de que representa T. Ela é definida 
por 


i 1 
Fleg = |F] o Plum] E Mmxn: 
| 4 


Desta forma, cada coluna da matriz |T] ,_; é formada pelas coordenadas do vetor T'(u;) na 
base y. 


Em que sentido a matriz [7]. , representa T? 


A resposta está no próximo teorema, cujo resultado apresentamos no diagrama abaixo. 
O significado do diagrama (e do teorema) é que ele comuta: tanto faz, partindo deu E U, 
aplicar diretamente T e calcular suas coordenadas na base y, ou calcular suas coordenadas 


na base ĝ e aplicar a matriz [T] 5- 


U > yv 


[l | | iJ 


Maxi mo. Maxi 


Tep 


Teorema 4.52 (relação entre matriz e TL) Seja T € L(U; V) e bases 8 de U ey de 
V. Então, para todou € U, 


PQ) = T] olulo: 


1A leitura desta seção é opcional. 
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Prova: Seja 8 = (u,,...,u,). Então, pela linearidade do produto matriz-vetor (Lema 2.20] 
da p[54), T(u)), = [T] lula para todo u € U se, e somente se, [T(u;)), = [T] pluz] 
paray=1,...,n. 

Como [u;]s = e;, [T] alu;la = [T] 6€;, que é igual à j-ésima coluna de [T] ,, que 


por definição é [T(u;)|,. Portanto, IT] pluz] =D E 
Exemplo 4.43 Considere T : R? — R? linear tal que T(1,0) = (1,2,3) e T(2,1) = 
(0,0,2). Considere as bases 8 = ((1,0), (2,1), y = ((1,2,3), (0,0,2), (0,1,0)k, cs = 
((1,0), (0,1)} e es = 1(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)). Determine: 
(a) Dep Espe 
1 
Solução: Como & = ((1,0), (2,1)J, precisamos calcular [7'(1,0)], = [(1,2,3), = | 0 | e 
0 
0 1 0 
PQ, = [(0,0,2), = | 1 |. Logo, [T] a = [TG 0h FDh =0 1 
0 0 0 
Como £2 = {(1,0), (0,1)}, precisamos calcular [7(1,0)l., e [T (0, 1)]e,. Embora não 
d 


1 
2T(1,0) = (0,0,2)—2(1, 2,3) = (—2, —4, —4). Portanto, [T(1,0)]., = [(1, 2,3) = | 2 | 
3 


-2 t t 
e IT (0, 1)Jes = [(—2, —4, —4)]es = —4 |. Logo, Flacs E pi a Ee 


Exemplo 4.44 Considere T : R? —> R? comTe, = e + e2, Te = 2e, + 2e2, € base 
canônica de R? e 8 = {vi, və} com vi=ej+es, V2 = € — 2e;. Determine: 


(a) [7] eee! (b) [7] BB 


Solução: (a) Como [Tei]. = [e1 + e2], = | f | e [Tes). = [2e; + 2e2], = | ; |. Eles 


1 2 
15] 
(b) Precisamos calcular [7'(v1)) 
Vemos que [T (v1)]; = [T (e1 + e 


(es +e] = Bula = [| 
Por outro lado, [T (v2)]; = [T (e2 — 2e1)]5 = [T (e2) — 2T (e1)]; = 


[(2e1 + 2e2) — 2(e1 + e2); = [0]; = [0vi + Ovo]; =| 0 


3 0 
Logo, [T] -5 = o E E 


Notação 4.53 Quando uma TL vai de um EV nele mesmo, T : U > U, podemos escolher 
a mesma base 5 para o domínio e o contra-domínio. Denotamos [7] 5. por [T]a. 
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Exemplo 4.45 Seja y = (l,x,x2h, e D : Pa —> P definido por D(f) = f' (derivada). 
Determine [D].,. 


0 1 
Solução: D(1) = 0 e [0 = | 0 |, D(x) = 1e [i = | 0 |, D(z?) = 2z e [2x]; = 
0 0 
0 010 
2 |. Logo [D] =| 0 0 2). E 
0 000 


Exemplo 4.46 Seja B = {sen z, e°, cosx}, V = (8) C C(R; R) e D : V — V definido por 
D(f) = f’ (derivada). Determine |D] g. 


0 —1 
Solução: D(sen x) = cos z e [cosx] = | 0 |, D(cosx) = — sen z e |- sen z] g = 0 
1 0 
0 0 —1 0 
D(e™) = 2e™ e [2e] = | 2 |. Logo [D= |0 02 E 
0 1 00 


Definição 4.54 (matriz de mudança de base) Considere bases 6 e y do espaço de di- 
mensão finita U e a TL identidade I em U. Como 


[y -sluls = (uy = [u]y, 


a matriz [1]. ; transforma as coordenadas de u na base É em coordenadas de u na base 7. 
Pela definição, se 8 = {u;,..., Un}, 


ii T i i 
Des = (Hu) [n)a] = |lu [un], 
| 4 4 | 


Exemplo 4.47 Considere as bases de R?: canônica e e 8 = [(1,2),(3,4)+. Determine 
[Z] 


EB 
i T f 13 
Solução: E imediato que [Z]; = [1,2]: [3,4] = | 24 | - Se quisermos [I]; ., 
4 4 
pelo Corolário mais adiante, basta inverter a matriz acima. E 


Observação 4.18 Do exemplo anterior observamos que cálculo da matriz mudança de 
base de uma base 5 qualquer para canônica £ é fácil. A matriz de mudança inversa pode 
ser obtida invertendo esta matriz. Esta é uma importante consequência do próximo lema. 
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Lema 4.55 (relaçao entre produto de matrizes e composição de TLs) Dados T € 
L(U; V) e S € L(V; W), e bases 5,y,ô dos espaços vetoriais de dimensão finita U, V, W, 


conforme indicado no diagrama abaixo, |S]; [7] [S o Tp 


sylt lyp T 


So q 


Ro es 


[S o Thes 
Prova: Omitimos pois consumiria espaço embora seja simples. E 


Corolário 4.56 (inversa da mudança de base) Considere bases 5 ey deU ea TL iden- 
tidade I em U. Então a matriz mudança de base [1]. , é igual a Epa (inversa). 

Qual a relação entre matrizes que representam a mesma TL? Vamos simplificar e considerar 
o caso em que T € L(U;U) (mesmo espaço). Considere bases 5 e y de U. Qual a relação 


entre as matrizes [7] Toe? 


yey Ê | 
Definição 4.57 (matrizes semelhantes) Dizemos que duas matrizes A e B são seme- 
lhantes quando existe uma matriz invertível (quadrada) P tal que PAP! = B. 


Lema 4.58 (matrizes da mesma TL) Considere T € L(U;U) ebases5 ey deU. Então 


De e [7] p são semelhantes com P = [I]; (matriz de mudança de base). 


Prova: Como ITI =T, aplicando o Lema |4.55|duas vezes, [1]. T] Hlg = [Docs 
Tomando P = [7]5, e aplicando o Corolário Pote [hep E 


Fazendo uma escolha adequada da base, a matriz que representa a TL pode ser muito 
mais simples, como por exemplo diagonal. Como descobrir qual base fará isso? Este é o 
assunto do Capítulo Autovalores e Autovetores. 


Para resumir: as coordenadas de um vetor v estão para v assim como a matriz que 
representa uma transformação linear T está para T: 


coordenadas de v . matriz que representa T 
assim como ; 


v T 
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4.9 Exercícios de Transformações Lineares 


4.9.1 Exercícios de Fixação 


Fix 4.1: Determine se são lineares T : R? — R?: 


(a) T(x,y) = (x+2y, zy); (b) T(x,y) = (x + 2y, 0); 


Fix 4.2:0 produto matriz-vetor pode ser visto como: 


(c) T(x,y) = (x? + 2y, y); 


(a) combinação linear das (linhas, colunas) da matriz; 
(b) produtos escalares com as (linhas, colunas) da matriz. 


Fix 4.3: Dada transformação linear T : R” —> R” existe uma matriz A que a representa e 


vice-versa. 
(a) se T(z, y) = (3x + Ty, 5x — 4y), então A = | => 


(b) se T(x, y) = (y, —x, 2x +y), então A = E E | ; 


(c) se A = É : E | então T (x,y) = ( 


(d) se A= | —1 8], então T(z, y) = ( 


i; 


b) 


Fix 4.4: Determine T que projeta (ortogonalmente) vetores do: 
(a) R? no eixo y; (b) R? no eixo y; (c) no plano z = 0. 


| 


Fix 4.5: Qual das alternativas apresenta a matriz que roda os vetores do R? por um ângulo 


8 (no sentido trigonométrico, isto é, anti-horário): 


Als a] D Be (©) ps 


sen cos sen 6 cos 6 cos 6 


Fix 4.6: Seja 4 uma matriz. O posto de A é igual a: 


pad (D) p ea 


sen 9 


cos sen 


(Nuc A, Im A, dim Nuc A, dim Im A). 


Fix 4.7: Considere 7 : V => V e T : V > W definidas por I(v) = v e T(v) = O para todo 


vev. 
(a) Nuc(1) = (V,W,0); 
(c) Nuc(T) = (V,W,0); 


(b) Im(7) = _ (V, w,o0); 
(d) Im(T) = _ (V, w,0); 


Fix 4.8:Seja T : V — W uma TL. Para cada pergunta, escolha uma das opções. 


(i) a definição de Nuc(T) é: 
(A) {wE WI T(0)=w}; (B) {w € W| T(w) = 0}; 
C)tveV|T(v)-0k (D) {v € V|T(0)= v}. 
(ii) a definição de Im(T) é: 
A) {w € W| w = T (v) para algum v € V}; 
B) {w € W| v = T(w) para algum w € W}; 
C) {v € V| w = T(v) para algum v € V}; 
D) {v € V| v = T(w) para algum w € W}; 
(iii) T é sobrejetiva se, e somente se: 


(A) dim(V) = dim(W); (B) dim(Nuc(T)) = di A (C) dim(Nuc(T)) = 0; 


(D) dim(Im(T)) = dim(W); (E) dim(Im(T)) 
(iv) T é injetiva se, e somente se: 


(A) dim(V) = dim(W); (B) dim(Nuc(T)) = di Ta (C) dim(Nuc(T)) = 0; 


(D) dim(Im(T)) = dim(W); (E) dim(Im(T)) 
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Fix 4.9: Determine (geometricamente, não faça contas) o núcleo e a imagem de cada uma 
das TLs abaixo de R? em R3: 

(a) projeção ortogonal na reta gerada pelo vetor (2,1, 1); 

(b) rotação de 11 graus em torno do eixo (—2, 1, 2); 

(c) reflexão em torno do plano x = 0; 

(d) projeção ortogonal no plano z = 0. 


Fix 4.10: Este exercício é para ser feito com argumentos geométricos. Todas as trans- 
formações estão definidas de R? em R?. Seja P uma projeção ortogonal na reta r e R uma 
reflexão em torno da mesma reta r. Determine: 

(a) Im(P)= (0,r,R?); (b) Nuc(R) =_ (0,r,R?); (c) PP =_ (P,R,1,0); 

(d) RR= (P,R,1,0); (e) RP= (PRA); ()PR= (PRI); 

(g) de forma geral P” e R” com 1<neE€N. 
Fix 4.11:Seja T : R” — R” linear. 

(a) se dim(Nuc(T)) = 0, então dim(Im(T)) = 

(b) se dim(Nuc(T)) = 3, então dim(Im(T)) = 

(c) se dim(Nuc(T)) = 5, então dim(Im(T)) = 
Fix 4.12: Determine dim(Im(T)) sabendo que: 

(a) T:Rº>Rº com dim(Nuc(T))=3; (b)T:Rº>R” com T injetiva. 
Fix 4.13: Determine dim(Nuc(T)) sabendo que: 

(a) T: V > W com T sobrejetiva, dim(V) = 5, dim(W) = 3; 

(b) T:Rº — Rº sabendo que existe a inversa de T. 


Fix 4.14: Determine se é verdadeiro ou falso cada um das seguintes afirmativas sobre TLs: 
)T:Rº — Rº pode ser injetiva; 

) T : R? > R’ com dim(Im(T)) = 3 é injetiva. 

) Se T : R” > R” satisfaz T(0) = O então T é linear. 

) 

) 


a 
b) T 
c 
d) Se T é injetiva então não existe w Æ 0 tal que T(w) = 0. 

e) se T : V > V possui inversa então dim(Nuc(T)) = dim(V). 


Fix 4.15: Considere D? : Pa — Ps definida por D?(f) = f” (duas derivadas). Determine se 
fazem parte do Nuc(D?): 37º +12? 37-47? 1275? 
Fix 4.16: Considere uma matriz 4 com m linhas e n colunas. Determine se é verdadeiro ou 
falso: 

(a) sem > n então as colunas são Lls; 

(b) sem < n então o núcleo de A contém uma reta; 


( 
( 
( 
( 
( 


Fix 4.17: Qual(is) das seguintes propriedades do produto de matrizes são válidas: 
(a) associatividade? (b) comutatividade? (c) distributividade? 
Fix 4.18: Se 4, B E€ Mnxn então (A+B)(A+B) = (A2+2AB+B?, A+ AB+BA+B?) 


Fix 4.19:Sejam 4 e B matrizes (de dimensões apropriadas para que esteja definido AB). 
Então: 


(a) colunas de AB são combinações lineares das (linhas, colunas) da matriz 
_ (A,B). 

(b) linhas de AB são combinações lineares (linhas, colunas) da matriz (A, B). 

(c) entradas de AB são produto escalar de (linhas, colunas) de A por 


(linhas, colunas) B. 


Fix 4.20:Se A E€ M,xn é Invertível então 
(a) dim(Nuc(A)) = _; (b) dim(Im(A)) = 
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Fix 4.21: Considere S um conjunto ordenado de vetores. Determine se é verdadeiro ou falso: 
(a) se todo vetor de um espaço pode ser escrito como combinação linear de elementos de 
S então S é base; 
(b) se S é base então S é um conjunto linearmente dependente de vetores; 


4.9.2 Problemas 


Prob 4.1: Determine a TL que representa uma: 
(a) reflexão em R? em relação a reta x + y = 0. 
(b) projeção ortogonal em R? sobre o plano y = z; 
(c) rotação em R? de 45º em torno do eixo z. 


Prob 4.2: Este exercício é para ser feito com argumentos geométricos. Todas as trans- 
formações estão definidas de R? em R?. Sejam: 

— R uma reflexão em torno da reta r, 

— P uma projeção ortogonal na mesma reta r, e 

— Q uma projeção ortogonal na reta s perpendicular a reta r. 


Determine: 

(a) PQ= (+P,+Q,+R,+1,0); (b)QP= (+P, +4Q,+R, 41,0): 

()QR= (+P+Q,+R,+1,0); (d) RQ= (+P+Q,+R,+1,0). 
Prob 4.3: Considere T : Rê —> R? dada por T (x,y,z) = (4x — y + 2z, —2x + y/2 — 2). 


Determine se: 

(a) (1,2) € Im(T); (b) (1,4,0) € Nuc(T); (c) (0,2,2) € Nuc(T). 
Prob 4.4: Determine o núcleo, a imagem e suas respectivas dimensões de: 

(a) T: R? = R4, T(x,y, z) = (£ — y, ~y =2,y- T, y +2); 

(b) T : R? => RÌ, T(x,y,z)= (x — y, z+ 2r, 2y + 2); 

(c) L: R’ > R°, L(a,b,c,d,e) = (a + 3c— e, c— d +e, a+4c-— d). 
Prob 4.5: Determine uma base e dimensão do núcleo e da imagem para cada matriz: 

1 0 011 


1200 1 0 —1 0 
E A aaa aa O RR 
A 0110 E 0—1 01 

—] —2 1 1 0 


Prob 4.6: Calcule a imagem e o núcleo de cada uma das TLs abaixo: 
(a) T : P3 > Ps, definida por T (p) = p” (segunda derivada). 
(b) T : Pa >R definida por T (p) = p(3). 
(c) T : Pa > P definida por (T (p))(x) = zp(x) Va € 
(d) T : CH(R; R) > C(R; R) definida por T(f) = F’. 
Prob 4.7: Explique em cada caso abaixo porque não existe uma TL: 
(a) T : Rt > R° cujo núcleo seja a origem; 
(b) T:Rº > R? que seja injetiva; 
(c) T : R? > Rº com dim Nuc(T) = dim Im(T); 
(d) T : Rt > R? com Nuc(T) = ((1,0,0,0), (0,1,0,0)) e Im(T) = ((1,1,2),(2,2,4)). 
Prob 4.8: Em cada item dê um exemplo de TL satisfazendo as condições dadas. 
(a) T : R? —> R? que leva (—1,2) em (1,0) e (1,—1) em (—1, —1); 


r+y+z=0 . = 
2 w —( £a imagem ((1,—1,1),(1,2,3)); 


79 


(b) T : Rt — R? tal que o núcleo é plano 
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= 
(c) T : R? — Rº cujo núcleo seja dado pelas equações paramétricas 4 y = t ea 
z=t+s 
x =0 
imagem seja solução do sistema y=0. 
z—-w=0 


Prob 4.9: Seja P, o espaço dos polinômios de grau < n. Determine se é linear: 

(a) L : Pa —> P4 definida por (L(p)) (£) = p(x + 1); 

(b) L : Pa — Pa definida por (L(p))(x) = p'(x) + 1; 

(c) L : Pa — Pa definida por (L(p))(x) = cx? + ax + b se p(x) = ax? + bz + c. 
Prob 4.10: Seja W = {p € P3| p(0) = 0} e D : W — P; definida por Dp = p'. Mostre que 
D é injetiva. 
Prob 4.11:Seja D? : C?(R;R) —> C2(R;R) definida por D?f = f” (derivada segunda). 
Calcule uma base para o núcleo de D?. 
Prob 4.12: Resolva o sistemas l E o E - À E H p 

319 —3 

43 | 5 1 | 


simultaneamente 


colocando em forma totalmente escalonada a matriz | 


Prob 4.13: Inverta as matrizes: 
21 —] 1 
oli T (b) | 1 1 1 
0 0 1 


Prob 4.14: Encontre a representação matricial e inverta (se for possível) a TL: T(x, y, z) = 
(be 2,0): 


100 
Prob 4.15:Considerea matriz A= | 1 3 0 
135 


(a) Calcule A~}. (inversa) 

(b) Determine u, v e w tais que: Au = e1, Av = e,, Aw = es. 
Prob 4.16: Determine a matriz inversa das matrizes formada por: blocos de zeros, matriz 
identidade e A (que não precisa ser invertível). 


ic Cc 


3 0 
Prob 4.17:Seja S = | Bo | 


Prob 4.18: Para números reais vale a chamada lei do corte: se ab = ace a £ 0 então b = c. 
Para matrizes isto não é válido. 


(a) tome 4 = s ; | e determine B, C € Mox2 tal que AB = AC e B C; 
(b) supondo que A é invertível, mostre que AB = AC implica B = C. 


uma matriz de blocos. Calcule S2. 


4.9.3 Extras 


Ext 4.1: Dê exemplos de matrizes em Moəx2 tais que: 

(a) A? = —I; (b) B?=0,BÆ#0; ()6º=C CHI (d)C?°=I,C #I; 
Ext 4.2: Considere W1, W2 subespaços das matrizes quadradas 4x4. Seja W; o subespaço das 
matrizes triangulares superiores e W> as matrizes triangulares inferiores. Prove que W1 N W2 
é o subespaço das matrizes diagonais. 
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Ext 4.3: Considere V o espaço das matrizes diagonais 2 x 2 e as bases 


[SST poi E) cume 


Ext 4.4:Seja Rọ : R? — R? uma rotação em torno da origem com ângulo 0 satisfazendo 
0<0< 2r. 
(a) se 0 Æ 0 existe v € R?, v Æ 0 tal que Rọv = v? 
(b) se v € R?,v 0, determine condições em O para que v e Rọv sejam linearmente 
independentes. 


Ext 4.5: Em R? considere 4 uma rotação de 90º em torno do eixo x e B uma rotação de 
90° em torno do eixo y e C uma rotação de 90° em torno do eixo z. Mostre que: 


(a) At = Bt= Ct = J; (b) AB £ BA; (c) Æ? B? = B2 42, 
Ext 4.6: Seja T : R” — R” linear. O maior valor possível para: 
(a) dim(Nuc(T))é__; (b)dim(Im(T)) é 


Ext 4.7: Determine dim(Im(T)) sabendo que: 
(a) T : Rt > R’ e que Tv = w possui solução única para um determinado w; 
(b) T : RÊ — R* com T sobrejetiva. 
Ext 4.8: Determine dim(Nuc(T)) sabendo que: 
(a) T : R > R’ com dim(Im(T)) =3; (b) T :V —> W com T injetiva; 
Ext 4.9: Para cada uma das matrizes abaixo, determine uma base e dimensão do núcleo e da 
imagem. 


1 1 0 —1 1 0 0100 
—1 0 1 —2 1 —1 0000 
Cl oo q bl oo 2|' (logo) 
1 0 —1 1 1 2 0010 
Ext 4.10: Considere Tı, T) : R? — R? definidas por Ti(x,y, 2) = (x — y + z, 2x — y) e 


T(z, y, z) = (3x — 2y + z, x — z). Determine uma base para Nuc(T1) N Nuc(). 


; 2 hT 
Ext 4.11: Considere 4 = 457 


posto de A: (a) seja 1; (b) seja 2. 

Ext 4.12: Mostre que a composição de duas TLs injetivas é uma TL injetiva. 

Ext 4.13: Seja T : V — W linear. Prove que: 
(a) T(0)=0; (b) Nuc(T) é subespaço vetorial; (c) Im(T) é subespaço vetorial. 
(d) se T é injetiva, T leva conjunto LI em conjunto LI. 
(e) se T possui inversa, T leva base em base. 


| Determine TODOS os valores de h € R tais que o 


Ext 4.14: Determine se são lineares as seguintes operações no espaço P de todos os polinô- 
mios em z: 

(a) multiplicação por zx; (b) multiplicação por x”; (c) derivada em relação a z. 
Ext 4.15: Determine se T : Pa > P,y1, definida por T(p)(x) = ap(x) (multiplica o po- 
linômio por x, aumentando seu grau) é linear e injetiva. Por exemplo se p(x) = z? + 1, 
T(p)(x) = £? + z. 

Ext 4.16: Seja P„ o espaço dos polinômios de grau < n. Determine se é linear: 

(a) L : Pa >R definida por L(p) = (p(0) + p(1))/2. 

(b) L: Ps — P; definida por (L(p))(x) = p(x) + 2; 

Ext 4.17: Sejam T, S : F(R; R) > F(R;R) definida por T(f)(x) = 1 + f(x) e S(f)(x) = 
f(x +1) 


(a) Te S são lineares? 
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(b) Determine, para as que são lineares, o núcleo e a imagem. 
Ext 4.18: Seja T(f)(x) = f(2x + 2). Mostre que S(f)(x) = f(x/2— 1) é a TL inversa. 


Ext 4.19: Sabemos que se a,b € R então ab = O implica que a = 0 ou b = 0. Vamos ver 
que para TLs isto não é verdade. 

(a) Considere projeções (ortogonais) P, no eixo x e P) no eixo y em R°. Prove que 
embora nenhuma delas seja nula, P,P, = P,P,=0; 

(b) Considere D,y o operador segunda derivada e Dry o operador terceira derivada. 
Prove que em P, (polinômios de grau máximo igual a 4) Di; Drrz = 0 embora nem Das 
nem Dar sejam nulos. 

Obs: em álgebra quando acontece de ST = 0 com S e T não-nulos dizemos que existe 
um divisor de 0. 


11] 1 0 1 
Ext 4.20: Inverta as matrizes: (a) | Zei | (b) |O 11 
1 1 0 


Ext 4.21: Encontre a representação matricial e inverta (se for possível): T(x, y, £) = (z, y + 
sx +y+ z). 
11 


Ext 4.22: Considere 4 = | 01 


|. Calcule A” para qualquer n € N. 


; 1 2 4 

Ext 4.23: Encontre uma P (não precisa calcular P”!) tal que: P7t | e | P = | 0 É | 
Ext 4.24: Verifique se é subespaço vetorial o subconjunto das matrizes quadradas: 

(a) triangulares superiores; (b) diagonais; (c) simétricas; 

Determine bases para os os subconjuntos acima que sejam subespaços quando a matriz é 
2x2e3x83. 
Ext 4.25: 

(a) Encontre uma base de Msx3. Qual a dimensão deste espaço? 

(b) De forma geral, determine base e dimensão de Mxn- 


Ext 4.26: Considere T : Mmxn —> Mnxm definida por T(A) = AT. Determine: 
(a) Nuc(T) e Im(T). (b) se T é injetiva e se T é sobrejetiva. 


3 2 2 4 
(i.e. determine a matriz X) AX +21] = B. 


Ext 4.28: 


Ext 4.27: Considere as matrizes A = | o | eB= | TR | Resolva a equação matricial 


Definição 4.59 (matriz nilpotente) Dizemos que uma matriz quadrada N é nilpotente 
de ordem k se existe k € N tal que Nº = 0 e NEI #0. 


0 0 
010 
(b) Mostre que | O O 1 | é nilpotente. Qual valor de k? 
0 00 
(c) Seja D o operador de derivação em P, (polinômios de grau menor ou igual n). Mostre 
que D é nilpotente. Qual o valor de k? 
(d) Mostre que se N é nilpotente de ordem k, então (1 — N)!=T+N+Nº+ Nº4 
-+ NETE, 


1 f 
(a) Mostre que | 4 | é nilpotente; 
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Ext 4.29: Suponha que 4 € M,xn satisfaz Av; = A;v; com v; € R”, ` ERei=1,...,n. 


T T f 
Defina P = | vi -> Vn | e È uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal são 
+ 4d 


A1,..., An. Mostre que AP = PÈ. 


Coordenadas 


Ext 4.30: Considere v = (4, —1,—1) e 8 = ((1,-1,0),(0,1,—1), (0,0,1)}; 
(a) escreva v como combinação linear dos vetores de 8; 
(b) determine [v]. (base canônica); 
(c) determine [v];; 
2 
(d) sabendo que [w]; = | —3 |; determine [w],. 
2 
Ext 4.31: Considere as bases do R?: Bı = {(—1,1),(1,1)} e 8 = {(0,2),(1,0)}. Se 
[lv]a, = (2,3) determine [v]; . 
Ext 4.32: Se 8 = (wi, wo, W3, w4} é base do Rt e u = w, + 2w + 3w2 + 4w1, 


Ext 4.33: Determine se é verdadeiro ou falso: As coordenadas de um vetor são sempre as 
mesmas, independente de base. 


Ext 4.34: Considere v = (0, 5, 1). Determine [v]; (coordenadas de v com relação à base 5), 
onde 8 = {(1, 1, 1), (—1, 1,0), (1,0, —1)}. 
Ext 4.35: Considere a base 6 = {1 + xz, 1 — x, x? + 1} de P2. Seja p(x) = 4+ 1 — r°. 

(a) Determine [p]; (coordenadas de p com relação à base 8). 

(b) Prove que 8 é base de P}, o espaço dos polinômios de grau menor ou igual a 2. 


Ext 4.36: Considere 8 = (1,1 — z, x? — 1). Determine: 


(a) [q]; onde q(x) = x° — x; (b) [p]; onde p(z) = z? +z +1. 
Ext 4.37: Considere as funções do,..., 3 mostradas na Figura [3.1] da pI79] Defina 5 = 
(do, ..., 43) (é base). Seja f : [0,3] — R a função representada no gráfico abaixo. Determine 
o: 

y 


Mudança de Base 


Ext 4.38: Considere as bases de R$: a = (vi, v2, v3} e 8 = {w1, Wo, W3} com w1 = v1 +V3, 
W2 = V1 + V2 + V3 € W3 = Vı — V3. Determine a matriz mudança de base [7] 


at B 
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Ext 4.39: Considere as bases de R$: a = 1(1,0,-1), (1,2,3), (LD) 8 = {(3, 2,1), 
(4,5,6), (7,8,9)+ € = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)} (base canônica). 

(a) determine as matrizes mudança de base A = [I] a € B = Usg; 

(b) escreva equações matriciais que determinem, como função de A, B, A™!, B 
calcule 47!, B+) as matrizes mudança de base [7]. e Hoco Hoco Hoco 


Ext 4.40: Considere a base a = {(1, 1, 1), (—1, 1, 1), (0,—1,1)} de Ré. Determine uma base 


“1 (não 


1 00 
b tal que [I] = | 2 -1 1 
0 0 1 


Ext 4.41: Considere as bases de R?: a = {(1,0), (0,2)} e 8 = {(1,1), (2,1)}. Calcule a 


matriz mudança de base [7]; a- 


Ext 4.42: Considere as bases do P2: aœ = {1, £, x°} e 8 = {1 +x,1— x, x? +1}. Determine 
Ulas 

Ext 4.43: Seja D o operador derivada, isto é, Df = f’ definida em W; = (6:). Determine a 
matriz [D]a, que representa D : W; —> W; na base 5;: 

(a) 81 = {cos x, sen z}; (b) bz = fe” em): (c) B3 = {1, x, e”, ze” y}; 
Ext 4.44: Seja D? o operador derivada segunda, isto é, D? f = f” definida em W; = (bẹ. 
Determine a matriz [D?),, que representa D? : W; — W; na base /5;: 

(a) 6&1 = {1, x, x°}; (b) 6z = {sen(x), sen(2x), sen(3x)}. 
Ext 4.45: Considere T : Pa —> P>, definida por T(p)(x) = p(x + 1). Seja € = {1, x, x°}. 
Calcule [77]... 

Ext 4.46: Considere as bases de R?: a = {(6, 11), (2,4)} e = ((1,0), (0, 1)}. 
(a) Calcule a matriz mudança de base [1] 
(b) Explique como determinar |I], 


eta” 


„e usando (a). (Não faça as contas.) 


(c) Verifique que Dae = | —11/2 3 | 


Ext 4.47: Seja 8 = {(1,0,0), (0,1, —1), (1, —1,0)}. 
(a) Calcule [1]. e Hlas; (b) v = (0,1,0), calcule [v];; 


1 
(c) [w]; = | 2 | determine [w]; (d) T(x,y,2) = (x — z, =z, y +22), determine [7] ,. 


Dica: [76 


= 


la E E Hecg 


Ext 4.48: Considere T : R? — R? dada na base canônica por | : É |. 


(a) Ache u e v não-nulos tais que Tu = 2u e Tv = —v; 

(b) prove que 8 = {u, v} é base de R?; 

(c) determine [7] Note que nesta base a matriz que representa é mais simples 
(diagonal). 


BB 


Ext 4.49: Considere três bases distintas 61, 82, 63 de um espaço vetorial de dimensão finita. 
(a) determine [Z] 5 6,; 
(b) defina A = [15.6 B = [Meg O = Io g Determine ABC. 
Ext 4.50: Considere V = P,, o espaço dos polinômios de grau menor ou igual a 1 e as bases 
a=(l-7,2xb8=(1+x,x). Determine [Z] 


Ext 4.51: Considere W = (e” xe”, x2e”). Determine a matriz que representa D : W — W 
com Df = f’ nesta base. 


at B 
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Ext 4.52: Considere a base 64 = {1,x} de Pı e a base 35 = {1, x, x°} de Po. Considere 
S : Pi > Ps», definida por S(p)(x) = ap(x). Assim, por exemplo se p(x) = z +1, 


S(p)(x) = x? + x. Determine [S]; a, 


4.9.4 Desafios 


Des 4.1:Seja T : V — V uma TL. Mostre que: 

(a) Nuc(T) D Im(T) se, e somente se, T? = 0; 

(b) Nuc(T) C Nuc(T?) C Nuc(T?) -... 

(c) Im(T) D Im(T?) D Im(Tº) -... 
Des 4.2:Seja T : V > V linear com V de dimensão finita. Suponha que dmImT = 
dim Im(T?2). Prove que NucT NImT = (0). 


Des 4.3: Considere T : V > W linear, X C V e U C W subespaços vetoriais. 

(a) Defina T(X) = {T (v) € W| v € X} (imagem direta de X por T). Mostre que T(X) 
é um subespaço vetorial de W. 

(b) Defina THU) = {v € V| T(v) € U} (imagem inversa de U por T). Mostre que 
T-t(U) é um subespaço vetorial de V. 

Des 4.4: No espaço de todos os polinômios em x (que é um espaço de dimensão infinita) 
considere D o operador derivação com relação a x e S o operador multiplicação por zx. 

(a) Mostre que DS — SD = T; 

(b) Utilize propriedades do traço (soma dos elementos da diagonal de uma matriz qua- 
drada) para mostrar que em dimensão finita não existem transformações lineares 4, B tais 
que AB —- BA =]. 

Des 4.5: (desigualdade de Sylvester) Sejam T,S : V > Vcom dim(V) = n, rr = 
dim Im(T) , rs = dim Im(S), rsr = dim Im( ST). Prove que 


rs+rr—n<rsr <min(rs,ro). 


Des 4.6: Suponha que B é a inversa de 42. Mostre que A é invertível e determine 4! em 
termos de A e B. 


Des 4.7: Considere T : V > V linear e A uma matriz quadrada fixa. Se [T]; = A para 
qualquer base 8 de V então T = AI para algum À € R (a transformação é um múltiplo da 


identidade). 


Des 4.8: Seja J, uma matriz quadrada n x n em que todas as entradas são iguais a 1. Mostre 
que (I-J)!=I- Lg. 


n—l 


Des 4.9: Prove que se A é invertível então A + B é invertível se, e somente se, I + BA! é 
invertível. 


Des 4.10: Fixe B E€ Mnxn e defina TS: Mnxn > Maxn por T(A) = AB — BA e 
S(A) = BA para todo A E Mpnxn. Mostre que: 

(a) Nuc(T) é não-trivial. Conclua que T não é invertível; 

(b) Nuc(S) = {0} se, e somente se, B possui inversa. 


Des 4.11: Determine uma base (e dimensão) de 

(a) C(R?; R); (b) L(R?; R°). 
Des 4.12: (a) Considere T : R? —> R?. Prove que existem ao,01,02,03,44 E R que não 
sejam todos nulos tais que aol + aT + asTº + aT? + a4T* = 0. 

Dica: dim L(R?; R?) = 4, o conjunto {1, T, T?, T’, T4} é LI?. 
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(b) Considere T : R” > R”. Prove que existe um polinômio p(x) não-degenerado de grau 
n? tal que p(T) = 0. 

Obs: Definimos p(T) da seguinte forma. Se p(x) = ao+ ax +---+anx*, definimos p(T) 
como a matriz ag! + ar + -- -+ apT®. 

Dica: Generalização de (a). 


Des 4.13: Dado um espaço vetorial V, denotamos por V* o conjunto L(V; R) das trans- 
formações lineares de V em R. Chamamos os elementos de V* como formas lineares ou 
funcionais lineares em V. Já sabemos que este é um espaço vetorial pois V e R são espaços 
vetoriais. Suponha que v1, V2,...,Vn é base de V. Prove que: 

(a) Ti,...,Tn E€ L(V; R) definida por T;(v;) = ði; é base de V*. O símbolo ð;; é 
conhecido como delta de Kronecker e vale 1 se i = j e O se i £ j. 

(b) dim(V) = dim(V*). Dica: Use (a). 
Des 4.14: Considere U e V espaços de dimensão finita. Determine base e dimensão de 
L(U; V). 


Capitulo 5 
Produto Interno 


Começamos este capítulo definindo comprimento de vetores no R? e R°, obtido pelo Teorema 
de Pitágoras, e sua relação com o produto escalar (ou interno). Depois generalizamos para o 
R” definindo o produto interno, que permite definir comprimento, distância e ortogonalidade 
(de forma mais geral ângulo) entre vetores. 

Com o conceito de complemento ortogonal, definimos a projeção ortogonal em subespa- 
ços vetoriais. Exploramos a relação entre vetor mais próximo de um subespaço vetorial e 
ortogonalidade, ideia chave deste capítulo. 

São aplicações importantes: 


e resolver problema de mínimos quadrados, a “melhor” solução aproximada de um sistema 
linear sem solução; 


e determinar projeções em retas, planos e, de forma mais geral, em subespaços vetoriais 
de dimensão qualquer no R”; 


e aproximar funções por polinômios ou funções simples. 


5.1 Produto Interno em R” 


Em Rº, define-se o comprimento (também chamado de norma) de um vetor v = (x,y) por 
lvll= 22 + y2 e, em R3, o de v = (x,y, z) por ||vl| = /x2 + y2 + 22. Conforme indicado 
na Figura o comprimento em R? decorre de uma aplicação do Teorema de Pitágoras e 
em R? de duas aplicações pois VVP FPP +? = „T? +y? +22. Se w = (a,b), a 
distância entre v e w é dada (basta aplicar Pitágoras) por d(v, w) = (x — a}? + (y — b)2. 


Definindo-se o produto interno de R? por (v,w) = ax + by e em Rº por (v,w) = 
ax + by + cz, temos ||v|| = v(v,v) e d(v,w) = Iv — wl| (confira!). Comprimento 
(norma), distância e produto interno são generalizados para o R” nas definições abaixo. 


Definição 5.1 (produto interno no R”) Dados v = (v1,..., Un), W = (w1,..., Wn) E 


R”, define-se o produto interno? de v e w por (v, w) = Dum. Outra notação utilizada 
{=l 
éu: v= (v, w). 
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v= (x,y,z) 


Figura 5.1: Comprimento em R?™ 3 


Lema 5.2 (propriedades do produto interno) Considere u, v,w € R”. O produto in- 
terno satisfaz as seguintes propriedades: 
(a) simetria: (u, v) = (v, u) ; 
(b) linearidade: (au + v, w) = a (u, w) + (v, w) para todo a € R; 
(c) positividade: (u, u) > O para todo u # 0. 


Prova: Deixamos para o leitor. E 


Definição 5.3 (norma) Definimos a norma (ou comprimento) de v por ||v|| = (v,v). 


Definição 5.4 (distância) Definimos a distância entre dois vetores u e v por d(u,v) = 
lu = vi. 


Observação 5.1 São propriedades fáceis de serem verificadas (faça isso!) da norma e da 
distância: 


e ||O|| = 0 (vetor nulo tem norma zero), 


lvl = O se, e somente se, v = O (o único vetor com norma zero é o vetor zero), 


lav|| = |alljv|| para todo a € R (vetor multiplicado por escalar tem norma modifi- 
cada por módulo do escalar), 


e d(u,v) = 0 se, e somente se u = v, 


d(u, v) > 0, 


d(v, 0) = ||vl]. 


?Note que usamos o mesmo símbolo para espaço gerado e produto interno: (v,w). Neste capítulo o 
espaço gerado será representado por span {v, w} para evitar este conflito de notação. 
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Exemplo 5.1 Considere v = (1, 2, 3, 4, 0),w = (—1, 2, —3, 4, —5). Calcule ||v||, (v, w) 
e d(v, w). 


Solução: ||v||? = 1? + 2? +3? +4? +0? =1+4+9+16 = 30. Logo, ||v|| = v30. 
ww = (DD + (2) + (3)(=3) + (MD + (0)(=5) = -1+4-9+16+0= 10. 
dum v]-(DPS0-2Pro-(-apPra-apro-(-s)P=,6. a 
Definição 5.5 (vetor unitário e normalização) Diz-se que V é unitário se |V| = 1 


(acento circunflexo é utilizado para indicar que um vetor é unitário). Dado v £ 0, pode- 
se verificar que V = BI“ é unitário e tem a mesma direção e o mesmo sentido de v. Dizemos 
que V é a normalização de v. 


Exemplo 5.2 Normalize o vetor v = (1, —2, 0, —2, 0) € Rº. 
Solução: Calculando ||v||2 = (1)2 + (-2)2 + (02 + (-2)2+(0)2=1+4+1=9. Logo, 
Ilvll= 3. Assim v = v/3 = (1/3, —2/3, 0, —2/3, 0). E 


Lema 5.6 (ortogonalidade) Os vetores u,v € R” são perpendiculares entre si se, e so- 
mente se, (u, v) = 0. 
Utilizamos a notação u L v para indicar que u e v são perpendiculares entre si. 


Prova: Considere o paralelogramo P de lados u e v. Temos as seguintes equivalências: 

— u e v são perpendiculares entre si; 

— P é um retângulo; 

— comprimento das diagonais de P (|u +v|| e ||u — v||) são iguais pois (geometria eucli- 
diana) um paralelogramo é um retângulo se, e somente se, o comprimento de suas diagonais 
é igual); 

— |lu + vl] = lu vi; 

— |lu + v|? = ju vip; 

— (u+ v,u +v) = lu- v,u-— v); 

— Iul2+2 (u, v) + liv]? = llull? — 2 (u, v) + ||v||? pelas propriedades do Lema [5.2] da 
[138] 

— 2 (u, v) = —2 (u, v} simplificando os dois lados da expressão; 

— 4(u,v) = 0; 

— (u,v) = 0; E 


Definição 5.7 (vetores ortogonais) Dizemos que u ev são ortogonais se (u, v) = 0. 


Assim vetores perpendiculares do R” são ortogonais entre si. 
Observação 5.2 Note que o vetor nulo é ortogonal a qualquer outro vetor, isto é, O L v 
para todo v. 


Teorema 5.8 (de Pitágoras generalizado) Os vetores u e v são ortogonais entre si se, 
e somente se, ||u + v||2 = lull? + I|v||*. 


Prova: Pela definição de norma e as propriedades do Lema [5.2] da p(138) |u + v|? = 
(u+v,u+v)= Ijul2+2(u,v) + vi? Assim |u + v|? = ul? + ||v ||? se, e somente se, 
2(u,v) = 0, ou seja, se, e somente se, (u, v) = 0. E 
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Definição 5.9 (conjunto ortogonal) Diz-se que o conjunto (vi, v>,...,Vpy é ortogonal 
se os vetores são dois a dois ortogonais ((v;,v;) =0 Vi£j)ousep=1. 


Lema 5.10 (conjunto ortogonal é LI) Um conjunto ortogonal de vetores não-nulos é li- 
nearmente independente. 


Prova: Seja (vi, V2,...,Vp} ortogonal. Então 
p p 
Davi =0 > (v Sawi) = (vj, 0) =0 
i=1 i=1 


p 
> Soalvpv)=a;v;?=0 v 
1=1 


> aj=0 Vj (já que v; Æ 0.) 


m 
Definição 5.11 (conjunto ortonormal) Diz-se que o conjunto {v1, V2, . . . , Vp} é ortonor- 
mal se, além de ser ortogonal, todos os seus vetores são unitários, isto é, se 
0sei#j 
Vi, V;) = O;;, onde ĝi; = TE. 
(Vi, V3) ij» ij a 


Exemplo 5.3 Verifique que {(1,0,1,0,1,0), (0,1,0,1,0,1), (—1,0, 1,2,0, —2)} é ortogo- 
nal em R$. Determine um conjunto ortonormal que gere o mesmo espaço. 
Solução: De fato, ((1,0,1,0,1,0),(0,1,0,1,0,1)) = 1(0)+0(1)+1(0)+0(1)+1(0)+0(1) = 


((1,0,1,0,1,0),(=1,0,1,2,0,-2)) = 1(—1)+0(0)+1(1)+0(2)+1(0)+0(—2) = —1+1 = 0, 
((—1,0, 1,2,0, —2), (0,1,0, 1,0, 1)} = —1(0)+0(1)+1(0)+2(1)+0(0)+-2(1) = 2-2 = 0. 
Para gerar um conjunto ortonormal, basta normalizar cada vetor. Como || (1,0, 1,0, 1, 0)|| = 
v3 = ||(0, 1,0,1,0, 1)|| e ||(—1,0,1,2,0,—2)|| = v10, um conjunto ortonormal é 
{4(1,0,1,0,1,0), (0,1,0, 1,0,1), J5(-1,0,1,2,0,-2)) = 


5.2 Complemento Ortogonal 


Definição 5.12 (complemento ortogonal) Seja H um subespaço vetorial. O comple- 
mento ortogonal de H C R” é o conjunto dos vetores ortogonais a todos os vetores de H, 
denotado por H- (lê-se H perp), definido por 


H+ = {v € R” | (v,u)=0 paratodoue H}. 


Exemplo 5.4 (exemplos no plano e espaço) Aplique a definição acima e verifique a ta- 
bela abaixo: 


Em H H+} 

R? eixo-x eixo-y 

R? eixo-y eixo-x 

R? aretay=1 a reta y = —x 
R? (0) R? 

R3 eixo-x o plano yz (x = 0) 
R? o plano zy (z = 0) o eixo-z 

R3 R3 (0) 
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Lema 5.13 (propriedades básicas do complemento ortogonal) Considere H C R” 
um subespaço vetorial gerado por {u;, u2, ..., up}. Então: 

(a) H+ é subespaço vetorial; 

(o) is rs R Dn ds LM 


Prova: (a) Como O é ortogonal a todo vetor, O € H+. Suponha que u,v € H+. Pela 
bilinearidade do produto interno, (Au + v,w) = A(u,w) + (v,w). Como u,v € HH, 
(u, w} = (v,w) = 0 para todo w € H. Logo, (Au + v,w) = 0 para todo w € H, ou seja, 
Au+ve Ht 

(b)SegjaW=(veV|(v,u)=0,i=1,2,...,p). Como u; € H, é claro que H+ C 
W. Vamos mostrar a inclusão contrária, isto é, que W C H+. SjawecWevcH. 
Como os uis geram H, v = Sam, Pela bilinearidade do produto interno, (w,v) = 


(3 
(w Zan) = Xa; (w,u;) = 0 pois w € W implica que (w, u;) = 0. E 
i i 

A importância do item (b) do Lema anterior é que caracterizamos o complemento orto- 
gonal fazendo o produto interno com um número finito de vetores. Isto permite calcular o 
complemento ortogonal resolvendo um sistema linear, como mostramos no próximo lema. 


Lema 5.14 (calculando complemento ortogonal) Dado H C R” subespaço gerado por 


fus,..., up) obtemos uma base para H+ resolvendo o sistema homogêneo ATv = 0, onde 
T T T 
= u, us, 2 up 
+ d J 


Desta forma, H = Im A e H+ = Nuc( AT). 


Prova: Segue pois são equivalentes: 


— ve Hi; 
— (v, u;) = 0, para i = 1,...,m (pelo Lema [5.13] (b)); 
0 (u1, v} -u > 
— |:l= = v = ATy; 
0 (Up, V) -u > 
— v € Nuc(47). E 


Corolário 5.15 (relação entre Nuc, Im, transposta e complemento ortogonal) 
Considere a matriz A. Então: Nuc( AT) = (Im A)! e Im(A7) = (Nuc A)-. 


1 2 
Exemplo 5.5 Considere H = span é . Determine uma base para H+. 
3 4 
1 2 
Solução: Seja A= | 2 3 |. Pelo Lemal5.14 (base do complemento ortogonal), resolvemos 
3 4 
pas 
125310 10 -1]0 o E 
apa nn ar A 
£3 = 1 | £3 
1 
—2 é base de H+. E 
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1 2 1 
; 2 3 1 i 
Exemplo 5.6 Considere H = span alblalola . Determine uma base para 
4 5 1 
H+. 
1 2 1 
> E 231 
Solução: Seja A = 341 . Pelo Lema|5.14 (base do complemento ortogonal), resol- 
451 
vemos o sistema 
12347)? 0 
Av=0=|2345||/“|=|0 
1111 7 0 
w 


1 0 —1 -2 

012 3|6 
z= s,w = t, x = s + 2t,y = —2s — 3t. Logo, (x,y,2,w) = s(1,-2,1,0) + t(2,—3,0, 1), 
ou seja uma base é {(1, —2, 1,0), (2, —3, 0, 1)}. E 


Escalonando totalmente AT obtemos última linha zera). Fazendo 


Lema 5.16 (menor distância e ortogonalidade) Considere H um subespaço vetorial. 
Suponha que exista y € H tal que b— y € H+. Então d(y,b) < d(h,b) para todo 
h € H, ou seja, y é o elemento de H mais perto de b. 


Prova: Defina u = b—y e v = y—h para um h € H qualquer. Comoy-he H, u L v por 
hipótese. Pelo Teorema [5.8|da p[139| (Pitágoras), ||b — h|2 = |u + vl? > Ijul/? = |b —y|P. 
Assim d(y, b) < d(h, b) para todo h € H. E 


Figura 5.2: Projeção Ortogonal 


Pode-se provar que dado subespaço vetorial H C R” existe um único y € H com 
a propriedade acima, conforme ilustra a Figura Isto motiva a definição de projeção 
ortogonal. Veremos como calcular a projeção ortogonal na Seção [5.4] da p 


Definição 5.17 (projeção ortogonal) Dado H C R” um subespaço vetorial e b € R”, 


existe um único vetor y € H tal que d(y,b) é mínimo. Dizemos que y é a projeção 
ortogonal de b sobre H e denotamos Pyb = y. 
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5.3 Aplicação: Sistemas Sem Solução (Mínimos Qua- 
drados) 


Já vimos que o sistema linear Az = b tem solução(ões) se, e somente se, b € Im(4). 
O que fazer quando b ¢ Im(A)? A resposta “o problema não tem solução” é usualmente 
insatisfatória em diversas aplicações, como ilustra o exemplo a seguir. 

Algumas aplicações são a aproximação de dados por polinômios, extrapolação e suavização 
de dados. Veja em en.wikipedia.org/wiki/Linear least squares. (mathematics). 


Exemplo 5.7 Imagine, de forma super-simplificada, que um paciente deva fazer uma refeição 
consistindo de arroz e carne, de forma a totalizar 150g de alimento com 450 Kcal e 25g de 
gordura. Dado que 1g de arroz tem 2.5Kcal e 0.03g de gordura e que a mesma quantidade de 
carne tem 3.1 Kcal e 0.21g de gordura, que quantidade de cada alimento deve ser ingerida? 
Solução: Seja x a quantidade de arroz, em gramas, e y a quantidade de carne. Precisamos 
de uma solução para o sistema linear 


x + y = 150 1 1/150 
2.507 + 3.10y = 450 ou | 2.50 3.10/450 
0.037 + 0.21y = 25. 0.03 0.21) 25 


E fácil verificar, no entanto, que este é um sistema sem solução. Mas esta resposta não há 
de ajudar muito o nosso paciente! 


Note que 
1 1 38 151 
2.50 3.10 13 | = 445.3 
0.03 0.21 24.87 


Isto significa que 38g de arroz e 113 de carne é uma “quase-solução”: 151g de alimento (ao 
invés de 150g), 445.3Kcal (ao invés de 450Kcal) e 24.87g de gordura (ao invés de 25g). Para 
fins de alimentação, estes erros são totalmente aceitáveis. E 


O que fazer quando b ¢ Im(4)? 


Neste caso não existe z tal que Az = b. Assim d(Az, b) # O para todo z no domínio 
de A. Observando a Figura o melhor que podemos fazer é minimizar esta distância: 
determinar z tal que a distância d( Az, b) assuma o menor valor possível. 


Definição 5.18 (solução de mínimos quadrados) Uma “quase-solução” do sistema 
Ax = b, chamada de solução de mínimos quadrados!, é um vetor z tal que d(Az,b) < 
d( Ax, b) para todo x no domínio de A. 


Teorema 5.19 (mínimos quadrados) Se z é uma solução? de AT Az = ATb, então z é 
uma solução de mínimos quadrados do sistema Ax = b. 


10 nome vem de minimizar a distância, que é medida tomando a soma dos quadrados das diferenças entre 
as coordenadas. 
2Pode-se provar que o sistema AT Az = ATb sempre possui solução. 
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Figura 5.3: Mínimos Quadrados 


Prova: Se 47 Az = A?b, então A7T(b — Az) = 0. Definindo H = Im 4, pelo Lema 

da pf141] 141) H+ = Nuc(A”) e portanto b — Az € H+. Pelo Lema [5.16] da pf42] 142) d(Az DE 

d(h, b) para todo h € H = Im A. Logo d(Az,b) < d( Ax, b) para todo x no mio de 4. 
= 


Relação entre Projeção Ortogonal e Mínimos Quadrados 
Observação 5.3 Na linguagem da Definição da p[142) (projeção ortogonal) resolver 
o sistema Az = b no sentido dos mínimos quadrados equivale a resolver o sistema Az = 
Pim ab, que sempre tem solução pois é claro que Pim ab € mA. 

Se um sistema linear tem solução no sentido clássico, então b € Im(4) e portanto 
Pim aP = b. O sistema Az = Pim aP é idêntico ao sistema original Az = b. As 
soluções de mínimo quadrado coincidem, neste caso, com as soluções clássicas. 


1 2 3 
Exemplo 5.8 Resolva, no sentido dos mínimos quadrados, | 2 1 3 
2 1 5 
1 2 3 
E T T T e a | 3 |. Assim, 
211 y 21 
21 5 
o Aep e portanto, |“ | = je E 
6 6|ly| |14|*? JEDE | 
Observação 5.4 (Software Algébrico) Pode-se resolver com o Maxima. En- 


tramos a matriz com M: matrix( [1,2], [2,1], [2,1]);, b: [3,3,5];, 
Mt: Ntranspose(M);. Agora resolvemos o sistem com linsolve by. lu(Mt.M,Mt.b); 


Exemplo 5.9 Determine a equação da reta que melhor aproxima, no sentido dos mínimos 
quadrados, os pontos (1,6), (2,5), (3,7) e (4,10). 
Solução: Queremos determinar a,b, € R tais que a equação da reta y = ax + b é satisfeita 
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pelos quatro pontos. Assim queremos resolver o sistema (porque?): 


E OH 
[e ne UR ne UR a 


Este sistema não tem solução (verifique) e vamos resolvê-lo no sentido de mínimos quadrados. 
Assim vamos resolver: 


Resolvendo obtemos a = 7/5 eb = 7/2. Assim a equação da reta y = (14x + 35)/10. Na 


figura abaixo apresentamos os dados e esta reta (Fonte: Wikipedia, File:Linear least squares 
example2.svg). 


10+- 


F 


e eData 
— curve fit 


Exemplo 5.10 [| Jogamos uma moeda 90 vezes e contamos o número de vezes que apareceu 
cara após 30, 60 e 90 jogadas. O resultado está na tabela abaixo. 


jogadas 30 60 90 
caras 16 34 51 


A moeda tem uma certa proporção m de caras com relação ao total de jogadas. Determine m. 
Solução: Precisamos resolver o sistema abaixo que não possui solução (exata). 


30m = 16 

60m = 34 

90m = 51 
30 
Isto porque o vetor b = (16,34,51) ¢ span {(30,60,90)} = ImA, onde A = | 60 
90 


Precisamos resolver AT Am = ATb. Assim, (900 + 3600 + 8100)m = 7110 = 12600m. 
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caras 
60 
A 
A 
30} 
e . 
< — jogadas 
30 60 90 


Figura 5.4: Jogando uma Moeda 


Assim m = Lo ~ 0.564. A reta com coeficiente angular m = 0.564, que melhor aproxima 


os dados, é mostrada na figura abaixo: 
E 


Exemplo 5.11 A equação que modela um determinado fenômeno físico é dada por f(t) = 
at? + bt +c (por exemplo, f pode ser a posição de um corpo uniformemente acelerado). Com 
o objetivo de se determinar os parâmetros a, b e c, uma série de experimentos são realizados, 
com os seguintes resultados: 
O 

6.5 
11.2 
17.7 
27.1 
39.0 

Determine os parâmetros a, b e c que melhor ajustam os dados experimentais no sentido 

dos mínimos quadrados. 
Solução: Gostaríamos que, para determinada escolha de a, b e c, fossem satisfeitas simulta- 
neamente as equações 


As posições medidas foram: 


aa wn n| 


ax1?+bx1+c=6.5 1 1 1 6.5 
ax? +bx2+c= 11.2 4 2 1 a 11.2 
ax 3?+bx3+c=17.7 ou 931 b| =| RT 
a x 4? +bx4+c= 27.1 16 4 1 c 27.1 
a x 5? +b x 5+ c= 39.0 25 5 1 39.0 
A solução aproximada é obtida resolvendo-se 
1 1 1 6.5 
1 4 9 16 25 4 2 1 a 1 4 9 16 25 11.2 
123 4 5 931 =1123 4 5 17.7 
1 1 1 1 1 16 4 1 c 1 1 1 1 1 27.1 
25 5 1 39.0 
979 225 55 a 1619.2 a 1.24 
225 55 15 E= 385.4 > b | =| 0.68 
do 15 5 c 101.5 4.68 


1 Adaptado de [6]. 
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Para estes valores dos parâmetros, o modelo prevê a seguinte tabela 


FO) 
6.60 
11.00 
17.88 
27.24 
39.08 


GA WA H|+ 


bastante próxima da real. E 


Exemplo 5.12 || As cédulas de dinheiro de um certo país tem médias diferentes de tempo 
de circulação de acordo com o valor dados pela tabela abaixo. Quanto tempo você espera 
que uma nota de 25 dure? 


valor da cédula 1 5 10 20 50 100 
tempo médio (anos) 1.5 2 3 5 9 20 


Solução: Supondo que exista uma relação linear entre o tempo médio y em função do valor 
x da cédula, temos que determinar k e m de forma aproximada tal que y = k + max. Assim 
k+Im = 15 
devemos resolver o sistema E — : , que é impossível. Considere 
k + 100m = 20 


1 1 1.5 

1 5 2 

1 10 3 k 
4=[1 20 is a= | 

1 50 9 

1 100 20 


Para determinar os coeficientes k e m resolvemos AT Az = ATb com auxílio de software, 
obtendo z = (1.05,0.18). Portanto, k = 1.05 em = 0.18. O gráfico abaixo mostra a 
reta aproximada y = 0.181 + 1.05 e os dados. Colocando x = 25 na equação da reta, 


tempo médio (anos) 


20 Faq 
15 p 
E a 
n 
aA 
w cédula 


10 30 50 70 90 
Figura 5.5: Tempo médio de duração da cédula 


determinamos que a cédula deve durar 5.55 anos, isto é entre 5 e 6 anos. E 


2Adaptado de [6]. 
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Exemplo 5.13 Considere os pontos (1,3), (3,2) e (6,1). Sabendo que devem satisfazer, de 
forma aproximada ao modelo y = ae” + blog ax, determine o sistema cuja solução aproxima 
os coeficientes a,b E R. 
Solução: Devemos ter: 3 = ae! +blogl = ae, 2 = a? + blog3, 1 = aef + blog 6. Assim 
queremos resolver o sistema (sobredeterminado): 


el 0 P 3 
eè log3 | | = |2 
eë log 6 


Agora basta aplicar o método dos mínimos quadrados a este sistema. E 


Exemplo 5.14 (aproximando uma função por um polinômio) Aproxime a função y = 
f(x) = e” no intervalo [1,10] por um polinômio de grau 2 e por um polinômio de grau 3. 
Solução: Considere o polinômio de grau 2 p(x) = ax? + bx +c. Queremos determinar 
a,b,c ER tais que p(x) = f(x) para x € [1,4]. Nestes termos o problema não é possível, 
mas podemos escolher alguns pontos no intervalo. Como são três variáveis (a,b,c) devemos 
escolher no mínimo 3, mas podemos escolher mais e resolver por mínimos quadrados. Se 
escolhermos 10 pontos 1,2,...,10 obtemos o sistema com 10 equações e 3 variáveis 


atb+c =e 
4a+2b+c =e 
9a +3b+c =e, 

4 


100a + 10b +c = e}, 


que pode ser resolvido (no computador) com o método dos mínimos quadrados. 
Podemos fazer algo semelhante com polinômio de grau 3 (ou qualquer grau: faça isso) 
p(x) = ax? + bz? + cx + d e obter um sistema com 10 equações e 4 variáveis: 


a+b+c+d = el, 
8a+4b+2c+d =, 
1000a + 100b + 10c+d = e!º, 


que pode ser resolvido (no computador). A matriz obtida é chamada de matriz de Vander- 
monde (ver internet). E 


5.4 Aplicação: Projeção Ortogonal 


Como Projetar o vetor bem H = span {v1, V2,..., Vk}? 
Projetar significa obter coeficientes z; € R tais que o vetor > z;v; € H esteja o mais perto 
possível de b. Assim queremos determinar z; € R tais que d(>: z;v;, b) seja mínimo. 


Definindo A = Vk | ez = (%,...,Zķ) temos Az =  z;vi. Pelo 


Lema da p/142] pode-se minimizar d(Az, b) tomando z tal que Az — b € H+. 


Pelo Lema da p basta que Az — b € Nuc( AT), ou seja, que 47 Az = ATb (um 
problema de mínimos quadrados!) e Pyb = Az. 
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1 2 2 
Exemplo 5.15 Calcule Pub, onde H = span 88 RE eb=|0 
3 4 0 
1 2 
Solução: Definindo A = | 2 3 |, devemos resolver: 
3 4 
1 2 2 
AT dm = | E l 2:13 s=4b=|, ; | 0 
3 4 0 
14 207 [2] 4 -2 [7-23 
20: A = || 4 Es 8/3 |` 
vê 5/3 
Portanto, Pub = Az = | 2 3 | È | = 2/3 |. E 
34 1/3 
1 2 
Exemplo 5.16 Considere H a reta gerada pelo vetor | 2 | eb= | 0 |. Calcule Pgb. 
3 0 
1 
Solução: Definindo A = | 2 |, devemos resolver: AT Az = ATb. Como ATA = 14, 
3 
1/7 
ATb =2, z = 1/7. Portanto, Pyb = Az = | 2/7 |. E 
3/7 
1 4 2 
Exemplo 5.17 Considere H = span 2: lis 1 eb= | 0 |. Calcule Pgb. 
3 —2 0 
1 4 
Solução: Definindo A= | 2 1 |, devemos resolver: 
3 —2 


N 


1 4 2 
rı |1 2 3 oan |12 3 
aali i 1 | z= Ab= 0 


w 
| 
N 


Portanto, Pub = Az = | 2 


C — 
a 
| 
FPF 
[0,0] 
ʻȚ e 
NO — 
Ho N 
ps, 
| 
qm 
rr 
w N e 
Es 
+ 
N 
€| 00 
a | 
| 
Ne- A 
| 
| 
Tr 1 
| 
=. N BD ( 
e a 
w w w 
Lo 14 
E 
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Projeção em Bases Ortogonais 
Observação 5.5 Se a base de H é ortogonal, o produto A” A será uma matriz diagonal 
(porque?) e o sistema AT Az = ATb poderá ser resolvido facilmente. Isto ocorreu no 
exemplo anterior. 

Projeção em Bases Ortonormais 
Neste caso ATA = I (identidade). Assim z = ATb e portanto Pyb = Az = AATb. 
Concluímos que Py = AAT se a base de H é ortonormal. 


1 


5.5 x+Mínimos Quadrados e Projeção: Teoria 


[VOU RETRAR ESTA SEÇÃO!] 


Lema 5.20 (propriedades do complemento ortogonal) Considere H C R” um subes- 
paço vetorial. Então: H N H+ = {0}; 


Prova: Sev € HN H+ então ||v|2 = (v, v) = 0, o que implica que v = 0. E 


Lema 5.21 (existência de mínimos quadrados) Dada uma matriz A qualquer e b um 
vetor qualquer (compatível com a dimensão de A de modo que o sistema faça sentido), o 
sistema AT Ax = ATb sempre possui uma solução xo. Mais ainda yo = Axo é único (mesmo 
que exista mais de um xo solução). 


Prova: Defina L : Im A — Im 47 como a restrição de AT ao subespaço vetorial Im A. 
Assim L = AT em ImA4. Vamos provar que L é uma bijeção linear. Injetividade: Pelo 
Lema [5.14] da p(141] Nuc(A7) é o complemento ortogonal da Im 4 e pelo Lema [5.20] da 
p[150 Im A N Nuc(AT) = 0. Logo Nuc L = Nuc(47) NIm 4 = 0. Sobrejetividade: Pelo 
Lema [4.15] da pf104] dim(Im A) = dim(Im AT). Assim Im L C Im 47 e, pelo teorema do 
núcleo imagem, possuem mesma dimensão. Logo Im L = Im AT. Assim, para todo k = 
ATb € Im AT, existe um único yọ € Im 4 tal que 47y, = k € Im AT. Como yo € Im A, 
existe pelo menos um xo tal que AXo = Yo, e portanto AT Axo = Ay, = k = AT b. E 


5.6 xAplicação: Aproximando Funções por Polinômios 
(ou outras funções)! 


Para dizer que uma função está próxima de outra precisamos definir distância entre funções. 
Uma forma de fazer isto é definir um produto interno no espaço vetorial das funções e, com 
este produto interno, definir norma, distância e ortogonalidade entre funções, tal qual fizemos 
na p38] 
A definição mais utilizada de norma e distância em espaços vetoriais de funções é feita 
por uma integral. Nos concentramos em um intervalo [a,b] C R e definimos a norma de 
b 


uma função contínua f : [a,b] > R por ||f|2 = (f(s))2 ds. Esta definição possuirá 


a 
todas as propriedades de norma que vimos na p138) inclusive ||f|| = O se, e somente se, 


1A leitura desta seção é opcional. 
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a função f(s) = O para todo s € [a,b]. Assim a distância entre as funções f e g será 


iae esata) 


b 
Esta norma e distância provém do produto interno (f, g) = f f(s)g(s)ds pois ||f|l = 


Exemplo 5.18 Verifique que (f, g) = / F(s)g(s) ds satisfaz todas propriedades do pro- 


duto interno do Lema[5.2) da p 

Solução: A simetria decorre de f; f(s)g(s) ds = ETOO) ds. A bilinearidade decorre 
da linearidade da integral: [" (af(s) + g(s))h(s) ds = a ft, f(s)h(s) ds + f1, g(s)h(s) ds. 
A positividade é mais delicada. Se f não é nula então, por continuidade, ela é não nula num 
certo intervalo não-degenerado. Com isto, f`, f?(s) ds > 0. E 


Exemplo 5.19 Considere o produto interno do Exemplo da página e as funções 
HO) =t, gt)=1-t. n i WII, Ilall e (f, 9). | 
Solução: Como || f|? = / ft) dt = f (PY dt = / (dt = 5/5; = 1/5 — 
Sj = =i 
(=1/5) = 2/5. Logo, If = VIZ. | 
Como ||g|º = / gº(t) dt al (1—t dt = / A-X+P)dt=(t-P+t/9], =2. 
= —1 E 
Logo, lgl = V3 
Calculando (f, g9) = / P(A -tdt= / (P — t) dt = (t /3 — tt /4)|4 = 2/3. m 


—1 1 


Exemplo 5.20 Considere o produto interno do Exemplo da página e as funções 
ft) = t, g(t) = 3t. Mostre que f e g são ortogonais. Determine Ẹ um múltiplo de g tal 
que ||g|| = 1. 


Solução: Calculando, (f, g) = i i f(Ðglt) dt = / Patdt = / de rap 
3(1)4/4— 3(-1)t/4=3-3=0. E E 

Coma. ai= D P(A) dt = fera E l 9? dt = 36, = 3(1)}? — 3(-1)? 
3+3=6. Portanto, iol = y6. D tome Ẹ = o5 = 3t / v6. E 


Como determinar uma função próxima de outra? 

Vamos explicar por um exemplo concreto: Como determinar o polinômio p(x) = ax?+4ba-+c 
mais próximo de uma função f(x)? 

Considere pi(x) = 1, po(x) = x, p(x) = «2, uma base para o subespaço vetorial H dos 
polinômios de grau máximo 2. 

Queremos minimizar d(p, f) para p E€ H. A solução é tomar p = Pyf, que minimiza 
a distância pois é a projeção ortogonal de f no espaço H. Pelo Lema da p/[142] 
p— f € H- (ortogonal a H). Assim devemos ter (p— f,p;) = 0 para i = 1,2,3 pois 
{p1, p2, p3} é base de H (similar ao Lema da pJ141). Como temos três variáveis 


a,b,c € R e 3 equações, podemos determinar seus valores. Veja os exemplos e releia... 
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Exemplo 5.21 Considere o produto interno do Exemplo da página e as funções 
AO) = 1, ft) = t, fat) = 3? — 1. Verifique que Lfi, fo, fsy é ortogonal. Considere 
Hə o espaço gerado por (fi, f2} e H; o espaço gerado por (fi, fo, f3}. Se Alt) = exp(t), 
determine Py,ó e Pub. 
Solução: Deixamos para o leitor verificar os produtos internos: (f1, ġ) =el-e!, (fi, f) = 
2, (f)=-0 (faf)-0 (fuid =0 (Jap) = 20), (Jaf) = 2/3, 
(fs, 9) = 2e! — 14e7t, (fa, fa) = 8/5. 

Agora vamos determinar Pr,y = afı + bfz = p. Precisamos que (p — ¢ġ, fi) = O para 


i = 1,2. Ou seja, 
l (p, fi) = (6, fi); 
(p, fo) = ($, fo) 
Assim, 
l (afi + bfz, fi) = ($, fi), 
(afi + bfo, fo) = ($, fo). 


Ou seja, 
l a (fi, fi) +b (Fo, fi) = (Q, fi), 
alfi, fo) +b (fz fo) = (Q, fo). 


Como já calculamos os produtos internos obtemos o sistema 


2a + 0b = el — e`! 
0a +2/3b =2e71 


Resolvendo obtemos a = (e! — e™!)/2 eb = 3et. Assim Py, (t) = afı + bfz = (et — 
e™!)/2 + 3ett. 

Agora vamos calcular Pry = afı + bfz + cfs = p. De forma análoga precisamos 
determinar a,b,c € R tais que: 


a (fis Fa) +b (Fa Fa) +e fo) = O, fi), 
alfi, f2) +b (fo, fo) +c(fs, fo) = (ġ, fo), 
a (fi, fa) +b (Fz, fa) + ce(s, f3) = (0, fs). 


Como já calculamos os produtos internos obtemos o sistema (a ortogonalidade da base facilita 
muito!) 

2a+0b+0c =el-el, 

0a +2/3b+0c = 2e}, l 

0a +0b+8/5c = 2et — 14e7t. 


Resolvendo obtemos a = (e! — e™t)/2, b = 3e! e c = 5/4(e! — Tel). Assim Py o(t) = 
afi+bfo+ cf; = (et — e7!)/2 + 3e!t +5/4(et — Te™t) (3t? — 1). Observe na Figura|5.d que 
Py, é razoável e que Py% é praticamente idêntica à função à. Para perceber a melhora no 
erro utilizando Pg,, compare os erros e» e e3 mostrados na figura. E 


Exemplo 5.22 (série de Fourier) Vamos aproximar a função f(x) = e”, no intervalo 


[0,1], por uma função da forma a; sin(nx) +assin(27x)+---+ansin(nrx). Para isto consi- 
1 


deramos, no espaço vetorial das funções contínuas, o produto interno (g, h) = | g(t)h(t)dt. 


0 
O que estamos procurando é a projeção ortogonal de f sobre H,, o espaço gerado por 
[s1,82,...,8n), onde sn(x) = sin(nrx). 
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A 


p(t) = exp(t) 
j Pr olt) 
Pp,ġ(t) 


es(t) = Pr ólt) — lt) 


E, 


gi e2(t) = Pro lt) — (t) 


Figura 5.6: Aproximação de à por Py,ó e Pg.) e erros 


Solução: Pode-se verificar as seguintes fórmulas: 


1 
f sin(kırt)sin(kərt)dt = 0 V kı Æ ko, 
0 


f km(e — (=1)*) 
—t =" 
/ e “sin(kmt)dt = e(l E Rr?) e 
s 1 
f sin? (krt)dt = =. 
0 2 


Fazendo as contas (com auxílio de softwares de cálculo) podemos calcular Py, f (t) e Prof (t). 
Veja na Figura|5.7) o gráfico de f e as projeções ortogonais em H4 e Hj com os respectivos 
erros. 


Caso queira estudar mais a este respeito, procure um texto sobre Séries de Fourier. 


| e4(t) e exo(t) 
AA FE) = exp(-t) || 


I 
1 


! 
1 I 
i} 


I 
I 


NANA 
t r A $ ig 
Pr, f(t) é Pro F(C) V A 


A 


= 


ld 
vo! 


“4 


Figura 5.7: Aproximação de f (pontilhado) por Pg, f (tracejado) e Pg, f (contínuo) e erros 
e4 = Pp, f — f (tracejado) e e10 = Prof — f 


(contínuo) 
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5.7 +Cauchy-Schwarz e Ângulo! 


A Lei dos Cossenos, aplicada ao triângulo cujos lados são u, v e u — v, onde 0 é o ângulo 
formado por u e v (que pode ser pensado igualmente em R? ou Rº), diz que |u — v||2 = 
lul? + ivl? — 2llull||v|| cos 9. Como ||u — v||? = (u — v, u — v) = ul? — 2 (u, v) + liv’, 


igualando os dois lados e cortando os termos |Jul|2 e ||v||2 obtemos para u e v não-nulos que 


Estas idéias podem ser generalizadas através de um importante resultado envolvendo o 
produto interno e a sua norma associada, a desigualdade de Cauchy-Schwarz. 


Teorema 5.22 (de Cauchy-Schwarz) Seja V espaço vetorial, (:,-) produto interno e ||- || 
a norma associada. Para todo u,v € V: 


|, v) | < laliliv{]: 


Prova: Para todo x € R, 


0 < |u + gvl? = (u+ zv,u + zv) 
(u, u) + 2 (u,v) +02 (v, v) 
= |juj|? +22 (u, v) +2º|v|? Yx ER. 


Como o lado direito é uma equação do segundo grau p(x) com p(x) > 0 para todo x, p(x) = 0 
deve ter no máximo 1 raiz e portanto A < 0 (porque?). Logo A = 4(((u, v))2—(Iullljv||)?) < 
0 e portanto ((u, v})? < (Ijullv|)2. Tomando ” dos dois lados, e como vk? = |k|, 
chegamos ao resultado. m 


Corolário 5.23 (desigualdade triangular) Para todo u,v € V (ver Figura[5.8): 


lu + vil < lall + llv] 


+v 


Figura 5.8: Desigualdade Triangular 


Prova: De fato, 
lu +v? = (u +v, u + v) = (u, u) + 2 (u, v) + (v, v) = jul? + 2 (u, v) + Iiv’. 
Usando Cauchy-Schwarz, 
la +v? < lall? + 2lalilivi] + Iv? = (all + liv? 
E 


A Desigualdade de Cauchy-Schwarz nos garante que, num espaço com produto interno, 
(u, v) 


se u e v são vetores não nulos, então tm, v) | < 1 e portanto —1 < < 1. Isto nos 
lulllfvIl lulil] 


permite definir o ângulo entre dois vetores (mais exatamente, o cosseno deste ângulo). 


1A leitura desta seção é opcional. 
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Definição 5.24 (ângulo entre vetores) Dadosu,v € V, definimos o ângulo O € [0, 180º] 
entre eles como a solução de 
cos 6 = e ! 
lalli 


Em particular se (u, v) = 0, então 0 = 90º (são ortogonais). 


5.8 xProcesso de Ortogonalização de Gram-Schmidt! 


Partindo-se de uma base qualquer, como construir uma base ortogonal? i 


A resposta é dada pelo Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt, que fornece 
um procedimento para, dada uma base {v1, V2,...,Vp} determinar uma base ortogonal 
(us, U2, . .. , Up}. 

Vamos ilustrar o caso geral ortogonalizando (vi, vo, v3}. De fato, vamos ver como de- 
terminar constantes à, / e 7 tais que os vetores 


üu, = Ma, 
U? = VT Qui, 
us = v+ Su, + us, 


sejam ortogonais entre si. Note que como os u's são combinação linear dos v's, 
span {u;, U2, U3} = span (Vi, V2, V3}. A exigência de que (us, u2, U3} seja ortogonal nos 
permite determinar os coeficientes à, 8 e y. De fato, 


us = vo + Qu; o o (vo, u) 
=> V2, U + Q (U, U = 0 > Q= — 
(u2, u) = O l (va, u1) (u1, u1) R 
us = v; + ĝu; + Jus = o Ca 
(us, u1) = 0 > (vsu)+b(u,u)=0 > 8= vam) 
= (ui, u1) 
(u2, u1) =0 
us = v; + Su + Jus ar 
(Us, u2) = 0 => (V3, U2) + 7(u2,u2) =0 > y= Maie 
(u2, U2) 


(us, u2) = 0 


Assim devemos definir: 


Uj = Vi, 

b s = (oa) 
(us, u1) 

us = o (v3, u1) T (v3, u2) 
(us, u1) (u2, u2) 


Este procedimento pode ser generalizado (veja Teorema da p]160) da seguinte forma: 


1A leitura desta seção é opcional. 
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Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt 


Dada uma base (vi, v2, ..., Vp} obtemos outra, ortogonal, {u;, u5,...,U,), por 

ui = Vi 

u = v Ba 1; 
(ui, u1) 

Do N Ret (v3, u2) . 
(ui, Ui) (u2, u2) 

u, = v Voti Yot Da (Vp; Up-1) up. 
(ui, u: (u2, u2) (Up-1, Up-1) 


Vamos apresentar exemplos. Ao final desta Seção vamos relacionar este processo com 
projeção ortogonal e provar que o método funciona. 


1 2 
Exemplo 5.23 Determine uma base ortogonal para H = span Dao) 
3 4 
Solução: Por Gram-Schmidt, 
1 
u, = 2 e 
3 
2 1 
2 3 5 1 zi agli 4/7 
TEENE S =|3|-G|2|=| 1/7 
4 l l 3 4 3 2a] 
2 |,|2 
3 3 
1 
Assim, D |, 1 é base ortogonal de H. E 
3 —2 


Exemplo 5.24 Seja H = span . Encontre uma base or- 


SO ON 
ST 
RE 
E 


tonormal para H. 
Solução: Por Gram-Schmidt, 


SO ON 
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2] fı 
3| |2 
mw im 2 1 4/7 
ao PERA as cr O 2/13). 20]2)] | 1% 
q 4 1] fı 3 4| 14|3 —2/7 
0 2| |2 0 0 0 0 
Sa o IR 
0l |0 


Poderíamos usar u exatamente como calculado acima. Mas podemos, por conveniência, 
eliminar as frações e usar 


4 
= 1 
us = 2 
0 
Temos agora 
3 1 3 4 
4 2 4 1 
3 D3 1 5 p p | —2 4 
4 0 0 2 0 0 1 
us = — — 
3 5 1 1 3 4 4 —2 
0 2 2 0 1 1 0 
3/1713 —2 |° | —2 
0 0 0 0 
3 1 4 0 
o 4 26 2 56: 1) 0 
E 5 14 13 21| -2| 10 
0 0 0 0 


Este resultado, us = 0, revela que vs é combinação linear dos vetores anteriores. Assim, 
H = span (vi, vo, v4}. Basta ortogonalizar este conjunto, reduzido em relação ao original. 
u; eus já foram calculados. Agora, 


0 1 0 4 
3 2 3 1 
0 4] 3 1 4 f | —2 4 
3 5 0 2 5 0 1 
PSC A WAE 3 4 4 z 
5 2 2 0 1 1 0 
33 —2 |° | —2 
0 0 0 0 
0 1 4 —1 
o 3 18 | 2 5 1 1 2 
= pás pa a 
5 0 0 15 
—1 
f 2 
Como anteriormente, faremos uy, = 4 
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Desta forma, temos que 


1 4 —1 
2 1 2 
3 | °| -2 |°] —1 
0 0 15 


é base (pelo Lemal5.10) da p[140) ortogonal de H. Para uma base ortonormal, basta normalizar 
estes vetores. 


ju] = v2+2+2+0=v14 

jus] = V2+7242+4+02=v21 

jul) = vV124+2+124152 = 231 
1 4 —1 

1 2 1 1 1 2 

a | 3 |'/27|-2]'/2 | 1 
0 0 15 
é base ortonormal de H. E 


Vamos relacionar a Projeção Ortogonal e o Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt. 
Primeiro vamos provar uma fórmula explícita para projeção ortogonal quando a base é orto- 
gonal. Releia a Seção [5.4)da p para recordar como calculamos a projeção ortogonal. 


Teorema 5.25 (projeção em base ortogonal) Se y = (u,,u>,...,up! é base ortogo- 
nal de H então 


Pyv = Na u. 
(u, u) 
t 1 T 
Prova: Defina A = | u, u2 +-+- up |. Pela Seção |5.4|da p]148| Pyv = Az, onde z 
po 4 4 
é solução do sistema AT Az = ATv. Como a base é ortogonal ATA é uma matriz diagonal. 
(u1, u1) (v, u) 
Mais precisamente, ATA = rs . Além disso 47v = 
(Up, up) (v, up) 
Assim se z = (21,...,2p), 
(us, u1) 2 2 (us, u1) (v, us) 
(Up, Up) Zp Zp (Up, Up) (v, up) 
Logo (vu) e portanto P Az a » (Vo Mi) E 
ži = v= = iUi = i 
i (u;, U;) á e = = (u;, U;) 
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1 4 2 
Exemplo 5.25 Considere H = span 2a 1 ev = | 0 |. Sabendo que a 
3 —2 0 


ase de H é ortogonal, determine Pyv. (Calculamos esta mesma projeção resolvendo um 
sistema linear no Exemplo [5.17 da p[149, Compare e veja que é a mesma conta com outra 
notação. ) 
Solução: Aplicando o Teorema[5.25) da p[158; 


ne = (vu) a | = lu 
a) (uz, u2) | 
2 1 2 4 
( o |, =" o |, ) 
-ALOJ ls | 0] | -2 | 
o 1 1 | 4 4 o 
2 l,|2 i Lt q ) 
3 3 —2 —2 
i E 5/3 
-= Z AE i =| 2/3 
3 E 1/8 
E 
1 2 
Exemplo 5.26 Considere H a reta gerada pelo vetor | 2 | ev = | O |. Calcule Pyv. 
3 0 


(Calculamos esta mesma projeção resolvendo um sistema linear no Exemplo [5.16] da p|149, 
Compare e veja que é a mesma conta com outra notação.) 
Solução: 


—. 
< 
fer 
m 
= — 
din 
CG hHNHA/ O ON 
wo Nej Ne 
] 
N 
] 
N 
a 
N 


Bases ortogonais são convenientes porque é fácil se determinar as coordenadas nesta base 
(veja Definição [4.49] da p/119) de um vetor dado, sem a necessidade de se resolver um sistema 
linear. 


Corolário 5.26 (coeficientes de Fourier) Seja 8 = (vi, V2,..., Vn} base ortogonal de 


5 a 6 u, V; 
V e seja u € V dado. Definindo a; = Ea vo obtemos que X awi = u. Desta forma, 
a1 
Q2 5.0 . Sa 3 
jul, = | . |. Chamamos os a; de coeficientes de Fourier de u com relação à base 
Qn 


ortogonal 5. 
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n 
Prova: Seu € V é claro que Pyu = u. Do Teorema anterior, Pyu = > QiVi com 
i=1 
(u, vj) 


(Vj, Va) 5 


Qi = 


Teorema 5.27 (processo de ortogonalização de Gram-Schmidt) Defina de forma in- 
dutivau = vı e, para k = 1,...,p— 1: 


He = span (U,,..., Uk}; Up = PHL Vk+1 = Vk+1 — PH, Vk+1: 

Então {u;,..., up} é ortogonal e span (u;,...,upk = span {v1,..-, Vp}. 
Prova: Por construção o conjunto span {u;,..., Up} é ortogonal pois cada vetor acrescen- 
tado pertence sempre ao complemento ortogonal do espaço gerado pelos vetores anteriores. 

Vamos mostrar que H, = span (vi,...,Vp por indução. E claro que Hı = span (vi 
pois uy = vı. Suponha, por hipótese de indução(HI), que H, = span {v1,..., Vp}. Assim 
u,.,1 é igual à soma de v,.,1 e um elemento de H; (Pr, Vk+1), que é iguala span (vi,..., Vk} 
por HI. Assim u,,1 € span (vi,...,Vk, Vks1+. De forma análoga concluímos que vp,1 € 
Hum. Portanto, He = span (Vi, .., Vk, Vk+1}- E 


5.9 Exercícios de Produto Interno 


5.9.1 Exercícios de Fixação 


Fix 5.1: Considere u = (1, 1, 1, 1) e v = (—2, 2, —2, 3). 
(a) ull= (b) (u,v) == (c) d(u, v) = 


Fix 5.2: Determine se é Verdadeiro ou Falso: 


(a) todo conjunto ortogonal é ortonormal __; 
(b) todo vetor não-nulo pode ser normalizado __; 
(c) um conjunto ortonormal de vetores é sempre LI; 
(d) (v, àw) =à (v,w) _; 
(e)llAvl] = Allvl 
Fix 5.3: Dado H subespaço vetorial: 
(a) Nuc(Py) = _; (b) Im(Pr) = ()Pr+tPy = 


Fix 5.4: Complete as lacunas com 7, —1 ou 0. Considere T : R? — R°. Se T é: 
(a) projeção ortogonal no eixo x seguido de projeção ortogonal no eixo y, então T= 
(b) reflexão no eixo x seguido de reflexão no eixo x, então T = : 
(c) reflexão no eixo « seguido de reflexão no eixo y, então T = . 


Fix 5.5:Se T é: 

(a) projeção ortogonal, T2= (1,-1,0.7,-T); (b) reflexão, T2= (1,-1,0,7,-T). 
Fix 5.6:Se V C R” e dim(V) = 3, então dim(V) = 
Fix 5.7:Se W é: 


(a) o eixo y em R°, então W+ é a reta __ (y =x, y =0, x =0, y = —r); 
(b) a reta y = x em R?, então W+ é a reta __ (y =x, y =0, £ =0, y = —7); 
(c) o eixo y em Rê, então W+ é o (plano; eixo) (x,y, z, zy, yz, zz); 
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(d) o plano yz em R3, então Wi é o (plano; eixo) __ (x,y z, zy, yz, zz). 


Fix 5.8:Se z é solução de mínimos quadrados de Ax = b então é sempre verdade que: 
(A) Az =b; (B) z—b|=0; (C) |z—bl| > 0; (D) Primaz =b; (E) Pimb = 2: 


Fix 5.9: Se z é solução de mínimos quadrados de 4x = b então d( Az, b) __ (<, >) 
(d(Ax, b), d(x, b)) para todo x. 
Fix 5.10: Sabendo que P é: 

(a) projeção ortogonal no eixo y, P(x,y, 2) = (1, .,.); 

(b) projeção ortogonal no plano zy, P(x,y,2) = (1,5); 

(c) reflexão em torno do plano zz, P(x,y,z2) = (1, .,.). 


5.9.2 Problemas 


Prob 5.1: Determine se os conjuntos abaixo são ortogonais: 
—1 5 3 

(a) Eal a =E (b) 
—3 1 —7 


3 —1 


HA 
| 
(S 

O N œU 


Prob 5.2: Calcule a distância entre os vetores 3lel-l 


Prob 5.3: Encontre uma base de H+, onde 
(a) H é a reta em R? dada por 2x + 3y = 0; 
(b) H é o plano em R? dado por x — y + z = 0; 
(c) H = ((1, 3, 1), (3, 1, 2), (2, —2, 1)} c R; 
0 
2 
2 C 
—3 
—5 
Prob 5.4: Seja P : Rt — Rº a projeção ortogonal na reta gerada por (1, 0, —1, 0). Calcule 
(a) P(x,y, z, w); (b) P(x,y, z, w). 
Dica: Não tente calcular P!ºº explicitamente! 
Prob 5.5: Encontre as matrizes das TLs T : R” 5 R”: 
(a) n = 2, projeção ortogonal na reta f(2t, —t) E R?; para t € RJ; 
(b) n = 3, projeção ortogonal sobre o plano «x = z. 


D 
© 


5 


A 


— 
o 
xr 
| 
o) 
o 
5 
| 
N 
OHH 


| 
Ha 
N 


Prob 5.6:Seja T : R? — Rº uma rotação em relação ao eixo (1, 0, 1). Sabe-se que 
T(0, 1, 0) = (—1/v2, 0, —1/v2). Determine o ângulo de rotação. 
Dica: pense no plano perpendicular ao eixo de rotação. 


Prob 5.7:[] Use mínimos quadrados para julgar se a moeda deste experimento é honesta. 


jogadas 8 16 24 32 40 
caras 4 9 13 17 20 


3Adaptado de [6]. 
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1 3 3 Vá 
; 3 3 0 1 
Prob 5.8: Sejam H = ( A [RAI E 3 E MS | igei Calcule Prv. 
1 —1 —3 1 
3 
Prob 5.9: Encontre a melhor aproximação de E por vetores da forma 
3 
2 1 
—1 1 
a| 3 +b 0 , com a,b E R. 
1 —1 
110 1 
i 110 3 
Prob 5.10: Seja A = 1011 b = 8 
101 2 


(a) Encontre o conjunto-solução do problema de mínimos quadrados associado ao sistema 
linear Ax = b; 

(b) Use o item anterior para calcular Pima P- (Dica: você pode usar qualquer solução 
do problema de mínimos quadrados.) 


5.9.3 Extras 


Ext 5.1: Encontre uma base para H+ se 
(a) H = ((1, —3, 1, 2), (2, —1, 2, 0), (—4, —3, —4, 9) c Rí; 
(b) H=, 0, 1, 3), (1, 2, 0, 1) CR$: 
(c) H é a interseção dos anos apa e 2r —y+z=0; 
(d) H é a reta em R? parametrizada por (x(t), y(t), z(t)) = (2t, —t, 3t); 

Ext 5.2: Seja v € V um vetor não nulo. Prove que a matriz de projeção ortogonal na direção 

v é dada por 


Ext 5.3: Encontre as matrizes das TLs T : R” 5 R”: 
a) n = 2, projeção ortogonal na reta 2x — 4y = 0; 
n = 2, projeção ortogonal na reta ((0, —2)); 
n = 2, reflexão em torno da reta 2x — 4y = 0; 
n = 2, reflexão em torno da reta y = 3x. 
n = 2, projeção ortogonal na reta y = x seguida de rotação de 45°; 
r—-w = 0 
y=z = 0 
(g) n = 3, rotação de 45° em torno do eixo (1, 1, 1) (deixe indicado como produto de 
matrizes, não precisa explicitar o produto). 


Ext 5.4: Seja H subespaço vetorial. Mostre que H N H+ = {0}. 


Ext 5.5: Em cada item dê um exemplo de uma TL satisfazendo as condições dadas: 
(a) R : R? — R? uma reflexão com R(0, 1) = (0, —1), 


n = 4, projeção ortogonal sobre o plano 
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(b) P : R? — R? uma projeção ortogonal numa reta com P(1, 1) = (1, 1); 

(c) T : R? — R? uma reflexão tal que T(2, 2, 2) = (0, 0, 1). 

(d) T : R? — R? uma projeção ortogonal tal que T(2, 1, 2) = (2, 3/2, 3/2). 
Ext 5.6: Seja Rọ uma rotação do plano de ângulo 0. Sabendo que Ro(v3, —1) = (2, 0) e 
Ro(N'3, 1) = (1, 3), determine 0. 
Ext 5.7:Seja R uma reflexão em torno da reta 3x + 5y = 0 e P uma projeção ortogonal 
nesta reta. 

(a) Determine um vetor v Æ 0 tal que Pv = v; 

(b) Determine um vetor v £ O tal que Rv = —v; 

(c) Calcule o núcleo de P. 

(d) Calcule o núcleo de R. 

Dica: não precisa calcular nem P nem R explicitamente. 


Ext 5.8:Seja (vi, V2,..., Vn} uma base de V e w € V tal que (v;,w) = O para todo 
1=1,...,n. Prove que w = 0. 

Ext 5.9: (Teorema de Pitágoras generalizado) Sejam v1, vo,..., Vn vetores ortogonais dois a 
dois, isto é, (v;, vj} = 0 sei + j. Prove que 


[vi ++ + val? = llivall? ++ Ivai. 


Ext 5.10: 

(a) Encontre a equação y = ax + b da reta que melhor ajusta os pontos (0, 1), (1, 1), 
(2, 2) e (3, 2). 

(b) Esboce um gráfico ilustrando o item anterior. 


(c) Use sua resposta ao item (a) para encontrar a projeção ortogonal de sobre 


1 

1 

1? l 

1 
Ext 5.11:A força aplicada numa mola e sua distenção estão relacionadas por uma relação 


linear. Para determinar esta relação para uma certa mola fizemos medidas de distensões e 
obtemos a seguinte tabela: 


N Nehe 


Wye o 


força aplicada y (N) distenção x (cm) 


0,5 0,6 
1,0 0,9 
1,5 1,7 
2,0 2,1 
2,5 2,4 


Monte o sistema (sobredeterminado) que determina a,b da reta y = ax + b e resolva por 
mínimos quadráticos. 


Ext 5.12: Determine a reta que melhor se ajusta aos seguintes pontos: (0, 1.1), (1, 2.1) e 
(2, 3.0). 
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1 —1 2 
Ext 5.13: Dado que 8 = 0 |, 4l, 1 é base ortogonal de Rº, expresse 
1 1 —2 
8 
[vlg, onde v = | —4 
—3 


Dica: Não resolva nenhum sistema linear! 
1 


Ext 5.14: Defina em C([0, 1]; R) o produto interno (f, g) = 1 f(s)g(s)ds. Calcule: 
(a) (x, x°); (b) (x°, x°); (c) Id — =|). 


5.9.4 Desafios 


Des Si Uma TL P : R” > R” é dita projeção (não é necessariamente ortogonal!) se 
P= PR, 
(a) Mostre que uma projeção ortogonal possui esta propriedade; 
(b) Mostre que existe uma base tal que P(v;) = v; para i < ke P(v;) = 0 para i > k. 
(c 


) Mostre que nesta base P é da forma em blocos | : ; |. 


Des 5.2: Seja V espaço vetorial com produto interno e (Ui, Us, Us, U4, Us} base ortonormal 
de V. Seja 


A 


H = (Us + 203 + Us T Us, —2Us — 4Us = 2U4 no 405, Us + 2U3 + 204 + 305) : 


Encontre uma base para H~. 
Des 5.3: Sejam A, B € Mnxn. Defina (A, B) = traço( ABT) (Veja definição no Ext |7.4.3 


da p/212). 


(a) prove que é um produto interno; 


T T 
(b)se A= | vi vn |, prove que ||A|| (norma de 4) induzida pelo produto interno 
i 


satisfaz: 
IAI? = Iva] + Iva | 
(c) [| encontre o complemento ortogonal do subespaço das matrizes diagonais. 


Des 5.4:Seja D € M,xn uma matriz diagonal tal que todos elementos da diagonal são 
positivos não-nulos. Mostre que (u, v} = v Du é um produto interno para u, v € R”. 


Des 5.5: Mostre que em R? toda matriz de: 


E ad ; a b 
(a) projeção ortogonal possui a forma | e | 
z ; a b 

(b) reflexão possui a forma | ed | l 
Des 5.6: Mostre que se H, W são subespaços de um espaço vetorial então: 

(a) HŁAW+c (HAW); (b) (H+) =H. 
Des 5.7: Mostre dada matriz invertível A existem S auto-adjunta (ST = S) e Q ortogonal 
(QT = Q`!) tais que A = SQ. Esta é chamada de decomposição polar de 4, em analogia 


“Adaptado de [6]. 
Veja [7] p.289, sec. 8.2 #10. 
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com complexos: 5 é o módulo (esticamento) e Q a parte angular (rotação). Prove que ela é 
única. 


Des 5.8: Encontre o polinômio p(x) = £” + ap—1£"71 +- - -+ a£ + a para o qual a integral 


é o menor valor possível. 
Des 5.9: Dado T € L(V;W), defina ||7|| = m IT(u)|lw. Prove que isto define uma 


ully= 
norma nos espaço das TLs. 
Des 5.10: Interprete o algoritmo de Gram-Schmidt como uma decomposição 4 = QR, com 
Q ortogonal e R triangular superior. 


Des 5.11: Prove que a matriz de rotação anti-horária por um ângulo 0 em torno do eixo 
(a,b,c) E R3, com a? +b? +2? = 1 é: 
a2(1 — cos 0) + cos ab(l — cos) — csenð ac(1— cos 0) + bsen 8 
ab(1 — cos0) + csenð b?(1— cos0) + cos0 be(l — cos 0) — asen 0 
ac(1 — cos 0) — bsen6 be(l— cos0)+asenð œ@(1 — cos) + cos 0 
Conclua que se 4 é matriz de rotação, o ângulo 0 de rotação satisfaz cos 0 = (traço( A) — 
1)/2. 


Dica: Mude base levando o eixo-z em (a, b, c) e utilize matriz de rotação no plano xy. 


Des 5.12: Suponha que R é uma rotação em R? em torno de um eixo fixo. 
1 0 0 
(a) prove que existe uma base 6 do R? tal que [R]; = | O cos0 — sen 8 
0 senQ cos 0 
(b) Prove qug] se w € R? é um vetor não-nulo que não pertença ao plano de rotação 
então v = Rw + Rºw + (I — traço(R))w determina o eixo de rotação de R. 


“Veja [I]. 
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Capitulo 6 
Determinante 


Vamos responder as seguintes perguntas sobre o determinante: 

) O que é? 

) Quais são suas propriedades? 

) Como se calcula (Qual é a fórmula ou algoritmo para o cálculo)? 


) Qual a utilidade? 
ote que saber o que é não é o mesmo que saber como se calcula. 


(a 
(b 
(c 
(d 
N 


O que é o determinante? 


O determinante é uma função que associa a cada matriz real quadrada A um número 
denotado por det(A). Desta forma, det : (matrizes quadradas; —> R. O determinante é 
uma generalização de área e volume. 


Nosso plano é deduzir propriedades (linearidade por exemplo) do determinante por ser 
área (e volume) no R° e em R” inverter o procedimento, definindo o determinante através 
destas propriedades. Depois disso apresentamos um algoritmo para o cálculo do determinante. 


Qual a utilidade do determinante? 


(a) caracterizar matrizes não-invertíveis (isto é, as matrizes singulares) — fundamental para 
o Capítulo de Autovalores e Autovetores; 

(b) determinar os chamados autovalores de uma matriz, tema do próximo capítulo; 

(c) relacionar áreas /volumes de regiões do plano /espaço após aplicação de uma função — 
fundamental em mudança de variáveis de integral múltipla; 

(d) obter fórmula de solução de sistema linear (regra de Cramer); 

(e) obter fórmula da matriz inversa (veja Wikipedia: Matriz inversa). 


6.1 Motivação Geométrica 


O determinante de uma matriz quadrada é uma generalização de área e volume. Em R?, dada 


q a a ai 
matriz A= |u v | = | bd |. associe o paralelogramo P com vértices na extremidade 
44 


dos vetores 0, u, v, u + v, conforme indicado na Figura [6.1] 
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u+ v 


(0) 


Figura 6.1: Paralelogramo Gerado por u e v 


O determinante de A será definido como a áredilde P. Vamos deduzir uma fórmula da 
área do paralelogramo P. Para isto sejam u = (a,b) e v = (c,d). A área de P é igual a área 
do retângulo (a + c)(b + d) menos a soma das áreas 74, T2, T3, T4 dos triângulos e trapézios 
indicados na Figura [6.2] Calculando as áreas: 


Ti = ab/2, Tə = c(2b + d)/2, T3 = b(2c + a)/2, Ta = cd/2. 


Efetuando, área(P) = (a + c) (b + d) — [ab/2 + c(b+ d/2) + b(c+ a/2) + cd/2] = ad — be. 


Figura 6.2: Dedução da Área do Paralelogramo Gerado por u e v 


Isto motiva a seguinte definição. 


Definição 6.1 (determinante de matriz 2 x 2) Considere a matriz | E É | 


Definimos o determinante (det) da matriz por: 


dt([ 4 g|) =o- 


iNa verdade área com sinal de P: Leia Observação ea Seção [6.7]da p Vamos supor que u e v 
estão na configuração da Figura pois senão (se u estiver no 20 quadrante por exemplo) poderíamos obter 
bc — ad ao invés de ad — bc. 


6.1. MOTIVAÇÃO GEOMÉTRICA 169 


Observação 6.1 (área com sinal) Note que det (| : i | = 1 = 
— det (| i : | = —(—1): trocando duas colunas o sinal do determinante se in- 


verte. De fato a área é o módulo do determinante. Assim é mais preciso dizer que o 
determinante generaliza área com sinal. 

Área com sinal aparece no cálculo, quando a integral de uma função é associada a área 
(com sinal) entre a curva e o eixo-x: área acima do eixo é considerada positiva e abaixo 
é considerada negativa. Se a integral fosse simplesmente a área, a x?’ dx e h —xr? dx 
seriam ambas estritamente positivas e portanto fis x? dx + f =x’ da > ho — xz?) dz = 
is Odx = 0. Com isto a integral não seria linear com relação a soma (integral da soma 
de duas funções é igual a soma das integrais). Por razões análogas o determinante é área 
com sinal (para ser linear). 


Em R? (a fórmula vai aparecer em breve!), podemos definir o determinante da seguinte 


forma. 


TTT 
Definição 6.2 (determinante de matriz 3 x 3) Considere a matriz A = |u v w |, 

LLA 
comu, v,w € Rº. Associamos a esta matriz o paralelepípedo P gerado por u, v, w, conforme 
indicado na Figura Definimos o determinante de A como o volume (com sinal) do 
paralelepípedo P. 


(0) 


Figura 6.3: Paralelepípedo Gerado por u, v e w 


Antes de definir o determinante para matrizes n x n vamos verificar algumas propriedades 
da área no R?. Convidamos o leitor a verificar propriedades similares do volume em R$. As 
figuras que seguem não representam todos os casos possíveis e são de caráter motivacional. 
Retomamos o rigor matemático a partir do Teorema [6.3|da p[171] 


Propriedade 1a: Multiplicação por escalar | 


t+ TT 
(la) det | ku w | = kdet | u w | (se multiplicarmos uma coluna por k o determi- 
4 44 


nante será multiplicado por k). 
Conforme sugerido pela Figura[6.4| se multiplicamos o vetor u por 2 duplicamos a área, por 
3 triplicamos a área e assim por diante. O mesmo ocorre com frações, como por exemplo mul- 
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tiplicando u por 3,5. Em R, se multiplicamos uma aresta por k o volume do paralelepípedo 
é multiplicado por k. 


Figura 6.4: Produto por Escalar e Mudança de Área e Volume 


Propriedade 1b: Soma de vetores | 


q t 1 T 1 
(1b) det | u+v w | =det | u w | +det| v w | (determinante da soma de dois 
4 4 + 4 4 4 
vetores é igual a soma dos determinantes). 
u+v 
ansnana asas asus as M 
u + Vi 
uv 
7 
a o R E / 


Figura 6.5: Soma de Vetores e Mudança de Área 


Vamos motivar] este resultado através da Figura Queremos provar que a soma das 
área do paralelogramo gerado por u e w com a área do paralelogramo gerado por v e w é 
igual a área do paralelogramo gerado por u + v e w. Observe que os três paralelogramos 
possuem a aresta da base w em comum. Como a área é base vezes altura, basta comparar 
as alturas. As alturas são as projeções ortogonais de u = (u1, u2) e v = (v1, v2) na direção 
perpendicular a w, ou seja u; e vı. Como u + v = (u1 + v1, U2 + v2), a projeção ortogonal 
de u + v é wu, +v. Logo a altura do paralelogramo maior é igual a soma das alturas dos 
menores e concluímos o resultado. 

Em R? podemos fazer algo análogo com paralelepípedos. Deixamos os detalhes para o 
leitor (ou para o professor). 


Propriedade 1 (resumo): Determinante é Linear em cada coluna. 


Juntando as Propriedades 1(a) e 1(b) e observando que o raciocínio vale para segunda 
coluna da matriz também. Concluímos que o determinante é linear na primeira ou na segunda 


*Note que estamos colocando os vetores em uma posição particular, com w paralelo ao eixo x por exemplo. 
Mas a Figura [6.56 somente uma ilustração da relação entre a Propriedade 1b e área. 


6.2. DEFINIÇÃO E PROPRIEDADES BÁSICAS 171 


coluna. Assim dados u, v,w € R? e k € R: 
T t t+ 
det | k&u+v w | =kdet| u w | +det | v w e 
4 J fl 
ii T of 
det | u kv+w | =kdet| u v | +det | u w 
p $ Pos, a; 


De forma análoga em R? o determinante é linear na primeira, segunda ou terceira coluna. 
Assim dados u,v,w,z E RºekeR: 


wo ST E RR DEAR 
det | ku+z v w | =kdet |u v wl+t+det|zv wle 
Jo dd die ad Di bio dl; 
det | u kv+z w | =kdet |u v wļ|+dtluzw]ļe 
det | u v kw+z | =kdet | u v w |+det| u v 
4 4 ļ Fid y ado: 


Propriedade 2: Determinante é zero se vetores são LDs. | 


Se os vetores são linearmente dependentes (LDs) o paralelogramo será degenerado num 
segmento de reta ou ponto, que possui área zero. Em R3, se os 3 vetores coluna da matriz 
forem LDs o paralelepípedo vai se degenerar num paralelogramo ou segmento de reta ou 
ponto, que possui volume zero. Portanto, se os vetores são LDs o determinante é zero. 


Propriedade 3: Determinante da matriz identidade é 1. | 


A área e volume devem ter uma unidade de medida. Como um quadrado de lado 1 possui 


WR 
área 1, det | : ; |- = det | e; e | = det 7 = 1 Do mesmo modo o um cubo de lado 1 
ER 
100 AR 
possui volume 1, det | 0 1 0 | =det| e; e es | = det I = 1. 
0 01 E 


6.2 Definição e Propriedades Básicas 


A definição de determinante é baseada num fato surpreendente expresso no próximo teorema: 
existe uma única função com as propriedades da função área e volume apresentadas na seção 
anterior. 


Teorema 6.3 (caracterização algébrica do determinante) Considere o conjunto 
Myxn das matrizes reais! quadradas n x n. Existe uma única função det: Mn > R 
com as seguintes propriedades: 

PROPRIEDADE 1: é linear em cada coluna; 

PROPRIEDADE 2: é zero se as colunas são LDs; 

PROPRIEDADE 3: det(1) = 1. 
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Prova: Consulte [7]. E 


Definição 6.4 (determinante) O determinante de uma matriz quadrada A é a função 
dada pelo teorema acima. O determinante de uma transformação linear T : R” > R” é 
igual ao determinante da matriz A (dada pelo Lema[4.5] da p[94) que representa T. 


Observação 6.2 Embora completa, a definição acima não apresenta (diretamente) uma 
fórmula para calcular o determinante. Deixo para reflexão do leitor o que disse Klaus Jänich 


(veja [8)): 


“Se você ainda acha que a informação mais importante acerca de um objeto 
matemático é uma fórmula para calcular o seu valor, certamente você 
compartilha o pensamento da maioria das pessoas medianamente educadas, 
mas com conhecimentos apenas superficiais de matemática.” 


Observação 6.3 A Propriedade 1 (linearidade) não significa que det( A+B) = det(A)+ 


10 10 2 0 1 0 
det(B). Por exemplo, det ( | 0 lelo |) =a] 0 o | =4# aet] 0 E 


10 
det 01 =1+1=2. 
Podemos chegar ao resultado correto usando linearidade da seguinte forma: 
T 1 T 1 
det(21) = det | 2e} 2e2 | = (linearidade na primeira coluna) 2det | e 2e | = 
+ d 4 4 
TT 
(linearidade na segunda coluna) 2. 2det | e, ez | = 4. 
+ 4 


Exemplo 6.1 Calcule: 


ti T 
(a)det | u v 3u—5v |; (b)det(2I) se I é a matriz identidade n x n. 
44 4 


Solução: (a) Como w = 3u — 5v é múltiplo dos outros dois, isto é, pertence ao plano (u, v}, 
o paralelepípedo é degenerado, possuindo volume igual a 0. Logo, det = 0. 

(b) Por linearidade retiramos um 2 de cada vez: det(27) = det/2e;2e5 ---2e,| = 
= 2 det/e,2e, ---2e,| = 22 detfeçe, ---2e,| = 2" det[e1e2 - - - €n] = 2" det I = 2". E 


Lema 6.5 PROPRIEDADE 4: Se trocarmos duas colunas o determinante troca de sinal. 


Prova: Vamos provar no caso 2 x 2. O caso geral é provado de forma similar com mais 
colunas. Pela linearidade (Propriedade 1), 


T T TaT t T 
det | u+v u+v | =det | u u+v | +det | v u+v | = 
4 E Fo 4 $ 4 


1De forma geral (veja ru ir p30) a Maxn(K) > K, com K = R, C,Q, etc. 

2São equivalentes assumir que determinante: (a) é zero se colunas são LDs + Prop 1; ou (b) é zero se 
duas colunas são iguais + Prop 1; ou (c) troca de sinal se trocarmos duas colunas + Prop 1. 

De fato pode-se escolher Prop 1 + > ou Prop 1 + (c) ao invés de nossa escolha por Prop 1 + (a). 
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T T T T T T T 
=det | u u | +det| u v | +det | v u | +det| v v 
44 44 44 TE: 
Pela Propriedade 2 (determinante é zero se colunas são LDs) 
T T Tot t+ 
det | u+v u+v | =det |u u| =de |v v | =0. 
4 4 Lo + 4 
T T T T Ti A 
Logo det | u v | +det | v u | = 0, isto é, det | u v|=-det|v u |. E 
+ 4 + 4 4 4 + 4 


6.3 Calculando Determinante 


6.3.1 Fórmula do Determinante em R? e R°: Regra de Sarrus 


Vamos deduzir as fórmulas (bem conhecidas) do determinante de uma matriz 2 x 2 e 3x3 
utilizando o as propriedades do Teoremaf6.3] da p O objetivo é mostrar como poderíamos 
fazer para deduzir a fórmula para uma matriz n x n para qualquer n € N. 


Fórmula do determinante de matriz 2 x 2 | 


TT 
Considere A = | u v | = | i | Como u = ae; +bes, pela linearidade (1a coluna), 
+ 4 


det(A) = adet | e1 |v | +bdet[ e» |v |. Como v = ce; + des, pela linearidade (2a 
coluna), 


det(A) = a (cdet | e; | e1 |+ddet[ e1 | e2 |)+b(cdet[ e2 | e1 ] +ddet[ e2 | e2 |). 
Como o determinante se anula se as colunas são iguais (LDs) obtemos 
det(A) = ad det [ e; | ez ] + be det [ e, | e; ] . 


Trocando coluna (Lema e pela Propriedade 3, det(A) = ad - 1 + bc( — 1) = ad — be. 


Fórmula do determinante de matriz 3 x 3 i 


Antes de deduzir a fórmula, é importante o leitor estudar o exemplo abaixo. 


Exemplo 6.2 Determine o valor dos determinantes de cada matriz: 


(a) | e2| e1 |e3 |]; (b)[esjeele |; (c)[| e3|e2|e3]; (detestei |. 


Solução: (a) É uma troca (la com 2a coluna) para obter a matriz I: det = —1. 
(b) É uma troca (la com 3a coluna) para obter a matriz 7: det = —1. 
(c) Como possui duas colunas iguais, det = 0 
(d) São 2 trocas (1a com 2a, 2a com 3a) para obter I: det = 1. E 
TS a d g 
Considere A= | u v w |=| b e h |. Como u = ae; +be2+ceg, pela linearidade 
++ cfi 


(1a coluna), det(A) = adet | es | v |w ]+bdet | ez | v | w |+cdet[ e; | v | w |. Vamos 
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prosseguir com o primeiro dos três termos. Como v = de; + ces + fes, pela linearidade (2a 
coluna), 


adet[esjviw|=a(ddet|esjeelw]+edet[ejes|w]+fdet[eles|w |). 
O primeiro termo vale zero pois têm duas colunas iguais. Assim, 
adet[ejviw|=a(edet[esfeo|w|+fdet[ e les|w |). 


Vamos prosseguir com o primeiro dos dois termos. Como w = ge;+he,ies, pela linearidade 
(3a coluna), obtemos que 


edet | e1 | e2 | w ] = e (gdet | e; | e2 | e1 ] +hdet | e1 | e2 | e2 | +idet | e1 | e2 | e3 |). 


O único termo não-nulo é o último. Assim, e det | e | e2 | w | = ei. Retornando ao início 
concluímos que um termo do det A é aei. Todos os termos vão envolver det | e; | e; | ex |, 
que valerão 1 ou —1 ou 0 dependendo da permutação dos vetores. Convidamos o leitor a 
expandir até o final e obter que det(A) = aei — ahf + dhc — dbi + gbf — gec. 

As fórmulas do det para matriz 2 x 2 e 3 x 3 podem ser representados pela chamada 
regra de Sarrus apresentada na Figura [6.6] 


Figura 6.6: Regra de Sarrus: Determinante de Matriz 2 x 2 e 3 x 3. 


Observação 6.4 (regra de Sarrus) A regra de Sarrus não generaliza para dimensão 
maior que 3: Não existe procedimento semelhante a este para matrizes 4 x 4. 


A Fórmula de Leibniz (veja Wikipedia: Determinante) do determinante de uma 
matriz n x n pode ser deduzida expandindo por colunas como fizemos para matriz 3 x 3. 
Obtemos uma soma de termos, com sinais + ou —, a grande maioria dos quais são zero 
(correspondendo às colunas repetidas) e sobram apenas os que são o produto de n entradas 
da matriz em que não há duas entradas da mesma linha nem da mesma coluna (pense em 


Sodoku!). 


6.3.2 Algoritmo para Cálculo do Determinante 


Apresentamos um algoritmo para o cálculo do determinante baseado nas operações ele- 
mentares (Definição [2.7] da p88), usadas anteriormente para resolver sistemas lineares. 

Primeiro transferimos as propriedades do determinante por linha para coluna através da 
propriedade do determinante da matriz transposta (Definição da p[104). Depois ve- 
rificamos o efeito no determinante da aplicação das operações elementares. Utilizando-as 
colocamos a matriz na forma escalonada triangular. Finalizamos provando que se a matriz é 
triangular (superior ou inferior) é fácil calcular seu determinante. 


Teorema 6.6 (determinante da transposta) 
PROPRIEDADE 5: Se A é uma matriz quadrada então det( AT) = det(A). 
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Prova: É uma prova técnica. Veja [7]. E 


A Propriedade 5 permite transferir todas as propriedades do determinante com relação às 
colunas para as linhas da matriz. 


Corolário 6.7 Todas as propriedades do determinante para colunas são verdadeiras para as 
linhas. Portanto: 

PROPRIEDADE 6: O determinante: 

(a) é linear em cada linha; 

(b) é zero se as linha são LDs; 

(c) troca de sinal quando se trocam duas linhas. 


Prova: Segue facilmente do teorema anterior e propriedades correspondentes (por colunas) 
do determinante. E 


Corolário 6.8 (operações elementares e determinante) O efeito de cada operação ele- 
mentar abaixo sobre o determinante de uma matriz é: 

(a) trocar linhas: determinante troca de sinal; 

(b) multiplicar linha por escalar não-nulo: determinante é multiplicado por escalar; 

(c) substituir linha por sua soma com múltiplo de outra: determinante não se altera. 


Prova: Os itens (a) e (b) seguem diretamente do último Corolário. Quanto ao item (c), 
pelo Teorema basta mostrar propriedade correspondente por coluna. Considere 


T ) 
A=|[cuc v -- |. Substituindo uma coluna pela soma com múltiplo de outra 
4 g 
T T 
obtemos B = |... u+kv --- v --: |. Portanto, por linearidade, 
4 4 
Î ij 
detB=det| --.utkv > v = 
4 4 
Î É) T ) 
— det a. cc V + k det Vo. V 
4 4 4 4 
Como duas colunas são iguais no último determinante, ele é nulo (independente do valor de 
7 T 
k) e portanto det B = det | --- u © v +- | = det A. E 
4 4 


Lema 6.9 (determinante de matriz triangular) 
PROPRIEDADE 7: Se uma matriz é triangular (superior ou inferior) então seu determinante 
é igual ao produto dos elementos da diagonal. 


Prova: Vamos supor que a matriz é triangular superior (argumento análogo vale para 
triangular inferior). Considere dois casos: 

(a) tem pelo menos um zero na diagonal. Suponha que ay = O. Considere M a matriz 
formada pelas k primeiras colunas desta matriz. Como M está escalonada com no máximo 
k — 1 linhas não-nulas, a dimensão do espaço-linha de M é no máximo k — 1. Pelo Lema[4.15] 
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da p/104] a dimensão do espaço-coluna de M é igual a dimensão do espaço-linha, e portanto 
é no máximo k — 1. Como são k vetores coluna de M gerando espaço de dimensão máxima 
k — 1, as colunas de M, e por consequência as primeiras k colunas da matriz são LDs e 
portanto o determinante é zero. 

(b) todos elementos da diagonal são não-nulos. Coloque-os em evidência para obter 1 na 
diagonal. O valor do determinante será o produto destes elementos vezes o determinante da 
matriz com 1 na diagonal. Substitua linha por múltiplo de outra linha até transformá-la em 
diagonal. Pelo Corolário[6.8Jisto não altera o seu determinante. Obtemos a matriz identidade, 


cujo determinante é 1. E 
2134 
0312 

Exemplo 6.3 Calcule det E 
0 005 


Solução: Como a matriz é triangular, det = 2-3-4-5 = 5! = 120. E 


Algoritmo 6.10 (cálculo eficiente do determinante) 
1. Faça eliminação de Gauss, reduzindo matriz à forma diagonal superior; 
2. Leve em conta a cada operação elementar o efeito sobre o determinante: 
(a) trocar linhas => determinante troca de sinal; 
(b) multiplicar linha por constante => determinante é multiplicado pela constante; 
(c) substituir linha por sua soma com múltiplo de outra: —> determinante não se 
altera. 
3. Calcule determinante da matriz resultante pelo produto dos elementos da diagonal. 


048 
Exemplo 6.4 Calcule o determinante da matriz A= | 2 1 8 
3 6 9 
3 6 9 
Solução: Troque lı com lz: dtA = —- det | 2 1 8 
048 
1 3 
Coloque 3 em evidência em lı: det A = —3det | 2 1 8 
0 8 
1 2 3 
Faça lə + lə — 2l: det A = —3det | 0 —3 2 
0 4 
1 3 
Faça l + ls + 415/3: det A = —3 det pE 2 
0 O 8+8/3= 32/3 
Agora a matriz é triangular: calcule produto dos elementos da diagonal: 
det A = —3(1)(-3)(32/3) = 96. = 
Observação 6.5 (Software Algébrico) Pode-se calcular o determinante 
com o comando do Maxima determinant. Entramos a matriz com 


M: matrix( [0,4,8], [2,1,8], [3,6,9]); e calculamos: determinant (M) ;. 


Se você folhear livros de Algebra Linear encontrará pelo menos 
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Três modos de calcular o determinante: 


(a) fórmula de Laplace (também conhecido como expansão por cofatores); 
(b) fórmula de Leibniz; 


(c) Algoritmo da p[176] 


Embora as formas (a) e (b) sejam importantes do ponto de vista teórico (por exemplo 
para provar que det 4 = det AT) são extremamente ineficientes na prática (veja próxima 
observação): optamos por omiti-las (mas veja na Wikipedia). A forma do item (c) é a mais 
eficiente mas não é uma fórmula, e sim um algoritmo. 

Observação 6.6 (comparando métodos de cálculo do determinante) Dada ma- 
triz n x n, a fórmula de Laplace ou Leibniz necessita de cerca de n! operações, enquanto 
o Algoritmo[6.10) necessita de cerca de 2nº/3 operações. 


Laplace Algoritmo 


n 
2 3 4 
3 14 15 
4 63 37 
6 2 mil 130 
20 6x 1018 5 mil 


Paran > 4 o Algoritmo já é mais eficiente. Um computador que faça 1 milhão de 
operações por segundo levaria 32 mil anos para calcular o determinante de uma matriz 
20 x 20 pelo método de Laplace e frações de segundo pelo Algoritmo [6.10. 


6.4 Mais Propriedades 


Teorema 6.11 (caracterização de matrizes invertíveis) 
PROPRIEDADE 8: Seja A uma matriz quadrada. São equivalentes: 
(a) A não é invertível; 

(b) Nuc(A) 4 {0}; 
(c) colunas (ou linhas) de A são LDs; 
(d) det(A) = 0. 


Prova: (a) e (b) são equivalentes pelo Lema [4.37] da pJ114] 

Pelo Lema [4.15] da pJ104] (posto linha = posto coluna), se a matriz é n x n, a dimensão 
do espaço-coluna é < n (colunas LDs) se, e somente se, a dimensão do espaço-linha é < n 
(linhas LDs). Portanto a matriz possuir colunas LDs é equivalente a possuir linhas LDs 

(b) implica em (c): Se Nuc(4) O então existe v O tal que Av = 0. Os componentes 
do vetor v, pela definição do produto matriz-vetor, vão determinar uma combinação linear 
não-trivial das colunas de A cujo resultado é o vetor zero. Logo as colunas de 4 formam um 
conjunto LD. 

(c) implica em (d) pela definição de determinante. 

(d) implica em (b): Suponha que det A = 0. Aplique o algoritmo de cálculo do determi- 
nante, reduzindo A à forma triangular U. Agora det A = 0 se, e somente se, det U = 0. Logo 
um dos elementos da diagonal de U é zero. Seguindo o argumento da prova do Lema [6.9] da 
p[175] (determinante da matriz triangular), as linhas de U são LDs. Logo as linhas de A são 
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LDs (U é a matriz 4 escalonada) Pelo Lema da p/104] (posto linha = posto coluna), as 
colunas de A são LDs e portanto o sistema Av = O possui uma solução v Æ 0. E 


O tema central do próximo capítulo (autovalores e autovetores) será determinar todos 
À tais que o sistema Av = Av possua solução não-trivial. Estudamos isto introduzindo a 
matriz identidade 7 e buscando solução não-trivial de Av = Alv ou (A — Al)v = 0. Pelo 
Teorema [6.11] devemos determinar À tais que det(A — AT) = 0. 


Exemplo 6.5 Determine todos À tais que o sistema Av = Av possua solução não-trivial 
para a matriz: 
a 


@a=|z il 64- 


1I-A 2 


Solução: (a) Calculando det(A — AT) = det à A 


| = (1 — à)? — 4. Para anular 


determinante tomamos À = 3 ou à = —1. 
(b) Precisamos resolver det(A — AT) = 0. Como a matriz (também) diagonal A — AI = 
a— A 
b— À 
a , det(A — AT) = (a — A) (b — A)(c— A)(d — À). Para anular 
d— À 
determinante tomamos À igual a a ou b ou c ou d. Um erro comum cometido pelos alunos é 
expandir a expressão (a — N)(b— N)(c— A)(d — À) = 0, ao invés de obter raízes diretamente, 
e tentar calcular raízes de À! — A3 (a +b + c+ d) +A(ab+ac+ad+be+ bd + cd) — A(abe + 
abd + bed + acd) + abcd = 0. E 
A propriedade do produto caracteriza o determinante da matriz inversa e proporciona a 
interpretação do determinante como mudança de área /volume. 


Teorema 6.12 (determinante do produto) 
PROPRIEDADE 9: Sejam 4, B matrizes quadradas da mesma ordem. Então det(AB) = 
det(A) det(B). 


Prova: i Se det(A) # 0, defina f : Mnxn — R por f(B) = det(AB)/det(A). Vamos 
provar que f possui as propriedades da definição (Teorema [6.3] da p!171) do determinante: 
Î T 


Propriedade 1 (linearidade em cada coluna): se B = | --- u+kv -.. w --- |, então 
4 4 
T f 
det(AB) = det | --- A(u+ kv) =- Aw -e 
4 4 
T ) 
(por linearidade de A) = det | --. Au+kAv --- Aw --- | (por linearidade do deter- 
4 4 
T f T 
minante) = det | --- Au --- Aw --: | +kdet| -- Av --- Aw --- |. Dividindo 
4 4 4 4 


lPode ser omitida numa la leitura. 
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por det(A) obtemos que 


É) É) 
f(B)=f u + kv w = 
4 4 
Î T íl 7 
=f e. uU Wo +kf sia Y .- W 
4 4 4 4 


Portanto f é linear por colunas. 

Propriedade 2: se colunas de B são LDs então colunas de AB serão LDs também pois 
produto matriz-matriz equivale a aplicar A em cada coluna de B (ver Lema [4.24] da p[110}. 
Logo det(AB) = 0 pela Propriedade 2 do determinante. Portanto f (B) = 0. 

Propriedade 3: f(I) = det(AI)/ det(A) = det(A)/ det(A) = 1. 

Pelo Teorema [6.3] da pjivi| (unicidade do determinante), f(B) = det(B). Dai segue o 
resultado. 

Se det A = 0 pelo Teorema [6.11] da p[177]as colunas de A são LDs. Logo o posto coluna 
(dimensão do espaço gerado pelas colunas) de 4 é menor que n. Pela interpretação do 
produto matriz-matriz (ver Lema[4.25]da p[110Jitem (a)) as colunas de AB são combinações 
lineares das colunas de 4. Logo o espaço gerado pelas colunas de AB está contido no espaço 
gerado pelas colunas de 4. Portanto posto coluna de AB é menor que n. Portanto colunas de 
AB são LDs, o que implica pela propriedade 2 que det(AB) = 0. Logo, neste caso também 
det(AB) = 0 = 0 - det(B) = det(A) det( B). E 


Exemplo 6.6 Sabendo que det(A) = 5 determine det(A”!). 
Solução: Como AA”! = I, pela propriedade do determinante do produto 
det(T) = 1 = det(AAD = det(A) det( A” 1). 


Logo det(A"!) = 1/ det(A) = 1/5. E 
A aplicação sucessiva do próximo lema permite reduzir a ordem do determinante a cada 
aplicação. Para entender esta parte reveja operações em matrizes divididas em blocos na 


Seção [4.6] da pJ118] 


Lema 6.13 (determinante de matriz bloco-triangular) Suponha que M = | A | 


0 D 
A O : E 
| com A e D matrizes quadradas. Então det(M) = det(A) det(D). 


um =| 6 D 


Prova: Vamos provar inicialmente que se M = 0 D 


aplicando o Algoritmo da p]176| a sequência de operações que escalona M é igual à 
sequência que escalona D pois parte de M já está escalonada. Logo det M = det D. De 


a: f então det M = det D. De fato, 


forma análoga provamos que det | | = det 4. 


A B ; A 0 
0 D pois o caso M = BD 


Se det A = 0 então (Teorema da p/177) colunas de A são LDs. Como M possui 
somente zeros abaixo de A, colunas de M são LDs. Logo det M = 0. Se det D = 0 então, 
de forma análoga, det M = 0. 


Vamos supor que M = é análogo. 
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Supondo que det 4 e det D são não-nulos, verifique que: 


ollo 04 Jo D]) 


M=[54 0 I 0 D 


Utilizando Teorema (determinante do produto), basta calcular o determinante de cada 
uma destas três matrizes. Pelos resultados acima, o primeiro determinante é det A e o último 
é det D. O do meio, por ser matriz triangular superior com 1's na diagonal, vale 1 pelo 


Lema [6.9] da p Concluímos o resultado. E 
Corolário 6.14 (determinante de matriz bloco-triangular) Suponha que M seja uma 
Am Ang 2° Aie 
PE : i O A» 
matriz triangular superior por blocos, ou seja, M = i , com Aj; 
Ou es o As. 


matrizes quadradas. Então det(M) = det( A11) --- det(Ann), o produto do determinante das 
matrizes na diagonal de M (resultado análogo se M for triangular inferior). 


Prova: Deixamos para o leitor provar por indução usando o Lema6.13| E 


Observação 6.7 Considere M = E E | com A, B,C e D matrizes quadradas. De 


forma geral, det(M) # det(A) det(D)—det(B) det(C). Você consegue gerar um exemplo? 


Exemplo 6.7 Calcule os valores de À tais que o determinante da matriz abaixo se anula: 


2-A 13-11 1 
1 Aà 2 1 —2 
M = O 0» 1 1 
0 01 å 2 
0 0 0 O 3+4A 
Solução: Observe que ela é bloco-triangular (mas não é triangular!). Definindo 
M, x * 
m= [27º 5 faes [5 a f Me = 34, temos que M = O Mo + 
0 0 Ms 
Logo, 


det(M) = det(M1) det(M>) det( M3) = —(A — 1} (X? — 1)(3 +A). 
As raízes são obtidas diretamente desta fatoração: 1, —1, —3. E 
Observação 6.8 Se no exemplo anterior tivéssemos multiplicado os termos em —(À — 
D2(A2 — 1)(3 + à) = 0 obteríamos que det M = —A — A! + 6X — 2X? — 5A +3 = 0. 
Como você encontraria as raízes deste polinômio? 


Este erro comum — multiplicar todos os termos ao invés de utilizar a estrutura fatorada 


— foi visto também no Exemplo [6.5] da p[178| 
Note que a fatoração decorre (e deve ser mantida) naturalmente do determinante de matriz 
triangular ou bloco-triangular. 


Cálculo Eficiente do determinante | 


6.4. MAIS PROPRIEDADES 181 


e Se a matriz for triangular aplique o Lema 


e Explore estrutura de blocos (linhas ou colunas com maior número de zeros) para obter 
submatriz triangular. 


e Para matriz 2 x 2 e 3x3 em geral (não triangular) aplique a regra de Sarrus (Figura [6.6] 


da p(174). 


e Para uma matriz n x n com n > 3 em geral (não triangular) aplique o Algoritmo [6.10] 


da p[L76] 


Exemplo 6.8 Calcule det A trocando linhas ou colunas para ficar bloco-triangular: 


4 11 -7 -1 —3 
—1 0 2 012 —2 2 1 0 3 
()4=| 103|; (b4=[113[;()4A=|2 7 0 0 0 
1 2 1 100 0 3 0 0 0 
= 6 0 5 
Solução: (a) Embora a matriz A não possua estrutura especial, trocando 2a com 3a coluna 
—1 210 
obtemos a matriz bloco-triangular inferior: 1310 
1 1/2 
= 
Assim det A = — det | 13 | -2 = —(—5) -2 = 10. 
(b) Embora a matriz A não possua estrutura especial, trocando 1a com 3a coluna obtemos 
2 1/0 241 
a matriz bloco-triangular superior: | 3 1/1 |. Assim det 4 = — det | 31 E = —(—1)- 
0 0/1 


1l=1 
(c) Vamos tentar sistematizar. As melhores escolhas são a 4a coluna ou a 4a linha pois 
ambas possuem o maior número de zeros. Explorando o grande número de zeros na 4a coluna, 
—1| 11 -7 4 3 
0 2 1 —2 3 


vamos trocá-la pela la coluna: OL 7 0 2 0 |. Assim det A = —(—1) -det B 
0f 3 0 0 0 
0|—1 6 3 5 
2 1 -2 3 
70 20 : , ; : 
onde B = 30 00! O maior número de zeros é na 3a linha. Trocando-a com a la 
—1 6 35 
ora pas 
linha obtemos 214 23 Assim det B = —(3) -det C onde C = | 1 —2 3 
-1 6 35 pes 
210 0 
Explorando os zeros da 1a linha, trocando a la com a 2a coluna obtemos | —2 |1 3 
316 5 
Ram di0 =O dei | E | — —(2-13) = 26. Logo det B = -3(26) = —78 e 


det A = —78. Verificando com Maxima: 
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M: matrix([4,11,-7,-1,-3],[-2,2,1,0,3],[2,7,0,0,0],[0,3,0,0,01,[3,-1,6,0,5]); 
determinant (M) ; E 


6.5 Determinante e Mudança de Área 


Lema 6.15 (mudança de área de um quadrado) Seja T : R? —> R? uma transforma- 
ção linear e Q C R? um quadrado com lados paralelos aos eixos x e y: 

(a) T (Q) é um paralelogramo; 

(b) área(T(Q)) = área(Q)| det T|. 


Prova: Suponha inicialmente que o quadrado Q seja unitário com vértices O, ey, e», estes. 
Observe a Figura Qualquer ponto do interior do quadrado é combinação linear de e; e 
e» com coeficientes entre O e 1. Pela linearidade de T, a imagem será exatamente das 
combinações lineares de T (e1) e T (e2) com coeficientes entre 0 e 1, ou seja, um paralelogramo 
com arestas T (e1) e T(es). 


Î ij 
A área (com sinal) do paralelogramo é igual ao determinante da matriz | T(e1) T(es) | = 
4 4 
11 
T | e e» |. Como a segunda matriz é a identidade, cujo determinante é 1, pelo Teo- 
4 4 


rema [6.16] da p182] (determinante do produto), a área é igual a det T. Logo a área (sem 
sinal) do paralelogramo é | det T|. 

No caso geral, as arestas do quadrado são ke; e ke». Logo as arestas do paralelogramo 
são T(ke;) = kT(e1) e T(ke2) = kT(eo). A área (com sinal) do paralelogramo é igual 


ij É) 
a det | kT(e;) kT(e2) | = k2det | T(e1) T(e2) | = k2 det T. Como k? = área(Q), 
4 4 4 4 
área(T(Q)) = k2| det T| = área(Q)| det T|. E 
T 
es T 
| (Q) 
0 €i O T (e1) 


Figura 6.7: Imagem do Quadrado Q pela TL T 


O próximo teorema estabelece a relação entre determinante e modificação de área de uma 


região do plano após a aplicação de uma transformação linear. E utilizado na mudança de 
variáveis em integrais múltiplas. 


Teorema 6.16 (modificação de área por TL) Seja T : R? >» R? uma transformação 
linear e Q C R? um conjunto limitado (área finita) qualquer. Então: 
PROPRIEDADE 10: área(T(Q)) = área(Q) - | det T|. 
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Prova: Vamos supor que det T 0 e portanto T é uma bijeção, pois caso contrário o 
resultado seria verdadeiro pois ambos os lados seriam iguais a zero. 


Divida Q em quadrados Q; disjuntos paralelos aos eixos x e y de modo que sua união 
aproxime a região Q (vide Figura 6.8). Pelo Lema anterior, área(T(Q;)) = área(Q;)| det(T)|. 
Como os quadrados Q; são disjuntos e T é bijeção, T(Q;) são paralelogramos disjuntos. 

Para finalizar com rigor precisaríamos passar o limite, fazendo tender a zero, o tamanho dos 
quadrados. Sem o devido rigor, psi as frações de Ro somando os e 
e colocando det T em evidência, área(T a = |detT'| 2 reale x 


| det T|área(Q). E 


| 
| 
| 
(+ Td 


Figura 6.8: Região Q e sua Imagem T (Q) 


Observação 6.9 Pode-se generalizar: Seja T : R? — R? uma transformação linear e 


Q C R? um conjunto qualquer. Então Volume(T(9)) = Volume(9) - | det(T)|. 


Observação 6.10 (reinterpretando determinante do produto) Reinterpretamos a 
Propriedade 9 (determinante do produto) da seguinte forma. Dado C = AB, compo- 
sição das TLs A e B, a distorção de área (ou volume) de C é igual ao produto da distorção 
de A pela distorção de B 


6.6 Produto Vetorial e Misto 


Nesta seção introduzimos o produto vetorial em Ré. Remeto o leitor para a Definição 
da p/193 para sua generalização para o R”. 
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Definição 6.17 (produto vetorial) Dados u,v € R? definimos 


W1 
w=|uws|=uxveR?, 
W3 
doa Ra 
o produto vetorial entre u e v, componente a componente, por w; = det | u v e; 
Io 


Lema 6.18 (propriedades do produto vetorial) Sejam e1,€2,€3 os vetores da base 
canônica do Rê. Dados u, v,z € RÌ, k € R: 

(a)uxu=0; 

(b) u x v = -(v x u) (antisimétrica); 

(c) (u + kv) xz =u x z + kv x z (bilinear); 

(d) e; x e» = es (orientação e normalização); 

(e) u x v é perpendicular a u e v. 

(£) |u x v|| é igual a área do paralelogramo gerado por u e v. 


Prova: Deixamos para o leitor verificar (a)-(d). (e) Seja v = X` vie; (u x v)- v = 
XY wp =} det | u | v | e; | v; = (pela linearidade do determinante) 
det | u | v | ve; | = det u|v|v]=0. 

(f) Defina w = u x v e w = w/||w]|| (normalização do vetor w). Como w é unitário e 
perpendicular aos vetores u e v, o volume do paralelepípedo gerado por u, v, w é igual a área 


A E 
do paralelogramo P gerado por u e v (porque?). Logo área de P é iguala |det | u v w 
Eget 
Como W = Ti X` w;e;, pela multilinearidade do determinante: 
Pae: 1 E Ao 
área(P)= lidet | u v w ||= To 2 tu det uvel||= 
W 
ndo ab A apo 
1 1 
= [12 (w = lwl? = lwl = llu x vl]. 
īri |w] 


Observação 6.11 (regra da mão direita, orientação e produto vetorial) 
Supondo que H = span{u,v} C R? é um plano (caso contrário u x v = 0 — 


veja exemplo abaixo), H+ = r é uma reta. A propriedade (e) do lema mostra que 
w =u x v €r (porque?). Assim sabemos a direção de w: paralelo à reta r. 

A propriedade (f) determina o tamanho de w. Defina k como a área do paralelogramo e 
Z um vetor unitário que gera a reta r, então (porque?) w = kZ ou —kzZ. 

Fica faltando somente o sentido de w (duas possibilidades). O sentido correto é dado 
pela regra da mão direita (veja próxima seção). 


Z 


Exemplo 6.9 Mostre que se H = span {u,v} C Rº é uma reta ou {0}, então u x v = 0. 


Solução: Como H é uma reta ou {0}, o paralelogramo gerado por u e v é degenerado e 
portanto possui área zero. Pela propriedade (e), u x v = 0. E 
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Exemplo 6.10 Determine: 
(a) um vetor não-nulo perpendicular, simultaneamente, aos vetores (1,2,0) e (3,2,1); 
(b) a área do triangulo do R? cujos vértices são (1,2,1), (2,1,2) e (3, —1, 2); 

2x — 3y+z=0 

2r + 2y+z=0 


seja r = span {w}. 


(c) w € R? tal que o conjunto solução de l 


Solução: (a) (1,2,0) x (3,2,1) = (2, —1, —4). 

(b) Defina u= (2,1,2)= (1,31) = (L =1, Dev=(3-,9-(1,2,1) = (2, —3, 1). 
Como a área do triângulo gerado por u e v é a metade da área do paralelogramo gerado, 
calculamos 1/2ļ|ju x v|| = 1/2||(2, 1, —D|| = 1/2v6. 

(c) É claro que poderíamos resolver o sistema. Mas se w = (x,y,z) as equações do 
sistema dizem que w é perpendicular simultanemanete aos vetores (2, —3, 1) e (2, 2, 1). 


Logo w = (2, -3, Dx (2,2, D)=(-5, 0, 10). a 
Definição 6.19 (produto misto) Dados u,v,z € R? definimos o produto misto entre 
TTT 
eles por (u x v,z})=det | u v z 
+ ld 


6.7 Sinal do Determinante! 


Para esta seção reveja (na Wikipedia: Regra da Mao direita) a regra da mão direita. 


Tt 


Dados u,v € R? quando o det | u v | é positivo e quando é negativo? 


+ 4 


Obtemos a resposta pela regra de mão direita: fechando os dedos da mão direita, partindo 
de u para v por ângulo menor que 180 graus, e determinando para onde o polegar aponta. 
Se for saindo do papel, o determinante é positivo, se for entrando é negativo. 

Para ilustrar considere a sequência da Figura Mantendo fixo o vetor u e variando v, 
sempre com o mesmo tamanho, mas formando ângulos distintos com u, obtemos paralelo- 
gramos com áreas variando. Observe que quando u e v vão ficando mais próximos de serem 
colineares a área vai tendendo para zero. Ilustramos os dois casos, onde u e v são colineares 
mas com mesmo sentido ou com sentido oposto, quando a área do paralelogramo formado 
é zero. Devido a escolhas feitas, quando o paralelogramo está acima do vetor u a área é 
positiva, quando está abaixo é negativa. O ciclo representado na figura, iniciando no alto e 
girando no sentido anti-horário, em termos de sinal da área, é: positivo —> 0 — negativo — 


0 — positivo ---. Utilize a figura para verificar a regra da mão direita. 
ETT 

Dados u, v, w € R? quando o det | u v w | é positivo e quando é negativo? 
TE 


Obtemos a resposta, novamente, pela regra de mão direita. Dados u e v, eles geram 
um plano II que divide o espaço em dois semi-espaços. Se w € II então o determinante 
é zero (porque?). Caso contrário, dependendo de qual semi-espaço o vetor w pertence, o 
determinante será positivo ou negativo. Se w pertencer ao mesmo semi-espaço que o polegar 
após aplicação da regra da mão direita, o determinante será positivo, caso contrário, negativo. 


1A leitura desta seção é opcional. 
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Figura 6.9: Variação do Sinal do det[u v]. 


6.8 Regra de Cramer! 


Vamos deduzir uma fórmula explícita da solução de sistemas lineares conhecida como regra 
de Cramer, partindo de propriedades do determinante. Como a fórmula é computacional- 
mente ineficiente (por envolver o cálculo de n determinantes), utiliza-se a eliminação de Gauss 
ou outros métodos mais sofisticados para se resolver um sistema. 


Lema 6.20 (Regra de Cramer) Considere o sistema Av = b, com 


t E i e 
A= | i cee Vn V Van sse NDA || RV ; 
E E 


Caso tenha solução única, os componentes x; da solução v serão dados por: 


T N a i T 


iin = (det A) det Wa e Al b AEE aoa Vn 


7 T DE Í 


onde a matriz acima à direita é A com a i-ésima coluna substituída pelo vetor b. 


Prova: Da definição do produto matriz-vetor como combinação linear de colunas, escreve- 
mos o sistema como x;vi +° + LnVn = b. 

Vamos primeiro determinar xı para depois fazer o caso geral em cima do mesmo princípio. 
Determinamos x passando b para outro lado e obtendo 1-(z;vi—b)+xova +: :-+xnvo = 0. 


1A leitura desta seção é opcional. 
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Concluímos que são LDs (note que o primeiro coeficiente é não-nulo igual a 1) os ve- 


T T T 
tores (xıvVı — b), V2,...,Vn. Logo det | zıvı —b va ... Vn | = 0. A linearidade do 
4 4 4 
determinante implica que 
do ali T A) T 
zıdet | vi V2 ... Vn | -det | b v2 ... Va | =0. 
TRE J| peg 4 
Logo, 
ToT T deh ii 
xzıdet | vi V2 ... Vn | =zxıdet A = det | b va... vn, 
E | ra) 4 


de onde segue o resultado. 
De forma geral, determinamos zx; passando b para o outro lado: 


Livi +e + 1 (zivi — b) +--+ EnVn = 0. 


Concluímos (novamente) que são LDs os vetores v1, ..., Via, (£:Vi — b), Via, ..., Vn- 
Aplicando o determinante e usando sua linearidade, fazendo raciocínio análogo ao que 
fizemos para obter xı, chegamos a fórmula para «x. E 


Utilizando a regra de Cramer podemos obter uma fórmula explicita para a matriz inversa. 
Veja Wikipedia: Matriz inversa. 


6.9 Exercícios de Determinantes 


6.9.1 Exercícios de Fixação 


Fix 6.1: Determine se é Verdadeira ou Falsa: 

(a) se as colunas de A são LDs então det(A) = 0; 

(b) se det(A) = 0 então duas linhas ou colunas são iguais ou então uma linha ou coluna 
tem somente zeros; 

(c) se B é obtida de A trocando duas linhas de A entre si, det(B) = det(A). 


Fix 6.2: B é quadrada com det(B) = —2. 


(a) det(B7) =: (b) det(B7tH)=_; (c) det(B5) = 
Fix 6.3: A, B,C são matrizes quadradas. 
(a) det(A + B) (=, 4, pode ser = ou +) det(A) + det(B); 
(b) det(AB) (=, , pode ser = ou £) det(A) det(B); 
(c) Se det(A) = —3, det(B) = 2 e det(C) = 5, então det(ABC) = ___—__ 
Fix 6.4: 
1111 1111 
(a) det ; : : = (b) det ; : A A E 
1111 0004 
E 
Fix 6.5:4= | u v w | com det(A) = 7. 
gpa aa. a) 
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a T + 7 

(a) det | 2v w u|= (b) det | u 3v-w w | = 
de mb 4 4 4 
— w — — 2u > 

(Jdt| e v+u-w>|=_; (d) det | = 2v > |=_ 
— u — | 2w > 


Fix 6.6: Se det(A) = 4, o sistema: 


1 ) 
(a) A | ; | = | 2 | possul (nenhuma solução, uma única solução, 


infinitas soluções, nenhuma ou infinitas soluções); 


(b) A | | = | | possui (nenhuma solução, uma única solução, 


infinitas soluções, nenhuma ou infinitas soluções); 


Se det(B) = 0, o sistema: 


T 1 
(c) B| y = 2 possui (nenhuma solução, uma única solução, 
ž 3 
infinitas soluções, nenhuma ou infinitas soluções); 
x 0 
(d) B| y = 0 possui (nenhuma solução, uma única solução, 
z 0 


infinitas soluções, nenhuma ou infinitas soluções). 


Fix 6.7: Se det(B) = 0: 


11 

(a) eB=|uvl|,entãou é (múltiplo de, perpendicular a) V; 
44 
TFA 

(b) eB= |u v w |, então u é (múltiplo de v, perpendicular a w, múltiplo de 
pa 

v + w, pertence ao plano gerado por v e w); 
(c) colunas de B são (Lis, LDs); (d) linhas de B são (Lis, LDs). 


Fix 6.8: Seja T : V > V linear. 
(a) NucT £ 0 se, e somente se detT __ (=0, #0); 
(b) se det T = 5 então dim(NucT) — (=5, =0, #0); 
(c) se existe Tt então det(T) ___(=1,=-—1,=0,# 0); 
Fix 6.9:Seja A 4 x 4. 
se posto(4) = 4 então det A ___(=0, #0, =4); 
se posto( A) = 2 então det A=  (=0,40,=2); 
se det(A) = 3 então posto(4) = (0,1,2,3,4); 
se det(A) = 0 então posto( A) ___(=0,=1,=2,=3,=4,> 0,> 2, < 4). 
Fix 6.10: Sejam 4 matriz quadrada, O # v € R” e à € R tais que Av = Av: det(A — AT) 
— (=0,#0). 


6.9.2 Problemas 


Prob 6.1: Calcule o determinante das matrizes abaixo 
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254 
(312: (b) 
5 4 6 


DG 
Orec AN 
e. O n w 
w w o o 


Prob 6.2: Aplicamos em uma matriz A 5 x 5 as seguintes operações elementares: 
(i) trocamos l5 com la; (ii) ly — l4 + 3l; (iii) multiplicamos l4 por —4. 


61 2 3 1 
0 2 5 -1 1 
Obtemos a matriz B= | 0 0 —1 3 —5 |. Calcule det(A). 
00 0 3 2 
00 0 0 1 


Prob 6.3: Para cada matriz 4 abaixo determine todos À € R de modo que a matriz A — AI 
não seja invertível: 


3000 
2 4 4100 
()4=[5 1 DAS | qo ad 
0002 


Prob 6.4: A imagem do círculo f(x,y) E R? | £? +y? = 1) pela transformação linear 
(x,y) > (27 — y,2x + y) é a elipse f(x,y) E€ R? | 57º — 6xy + 5y? = 16). Qual é a área 
compreendida por esta elipse? 


Prob 6.5: Use matriz em blocos para calcular o determinante das matrizes: 


RE 34567 
rS 23456 
(a) ; (ù) 00111 

Spp 
TET (O E O 
00011 


Prob 6.6: Calcule o volume do paralelepípedo abaixo, cujos vértices são: 
A=(2,3,4), B=(0,8,7),C=(-1,5,9), D = (2,-1,10), 
E = (-3,10,12), F = (0,4,13), G = (-1,1,15), H = (-3,6,18). 


NA 
A 


G D 


Prob 6.7:Se T(x,y,z,w) = (z +y,x — 2y,z,w), calcule o det(T). 


Prob 6.8: 
00 0d 
(a) Seja M = ; ; f : . Troque linhas para matriz se tornar diagonal e prove que 
ahi j 


det(M) = abcd. 


(b) Determine uma fórmula geral para o determinante da matriz n x n cujos únicos 
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1 
1 
elementos não-nulos são a;; = 1 comi +j =n+1: 
1 
1 
Dica: Calcule para 2 x 2 e 3 x 3 inicialmente e item (a). 
Prob 6.9: 
A0. 0 
l l O AC msi) 
(a) Calcule o determinante da matriz AInxn = os 
En és À 


(b) Seja A uma matriz n x n. Se det(A) é conhecido, calcule det(A4), onde À € R. 
Note que, em geral, não é Adet(4). 

(c) Interprete estes resultados em termos de volume. O que acontece com a área de um 
quadrado se dobramos o comprimento dos seus lados? O que acontece com o volume de 
um cubo se dobramos o comprimento das suas arestas? Mais geralmente, o que acontece 
com um sólido em R” se ampliamos (ou reduzimos) suas dimensões lineares por um fator 
multiplicativo A? 


Prob 6.10: Considere A = | | : 
ee 1 d —b 
E 
(a) Verifique que A! = a | Sei ai | 


(b) Qual o erro na “prova” que det(A”!) é sempre 1: det(A!) = 
1 d —b 1 d —b 1 
-d (i ema] i |=- 


Prob 6.11: Considere B uma matriz 3 x 3 cujas entradas você desconhece. 

(a) Qual o menor número de zeros que devemos colocar nas entradas de B para garantir 
que det B = 0? Onde devem ser colocados? 

(b) E para uma matriz n x n? 


6.9.3 Extras 


Ext 6.1:Se 4 é uma matriz n x n com det(A) = —3 então: 

(a) det(A+ A) = (b) det(34) = __; (c) det(4º/3) = __; 
3 
b 
(a) a área do triângulo com vértices em (0,0), (2, a), (3,b) é 
(b) a área do triângulo com vértices em (0,0), (2,3), (a,b) é 


()Ju= | ev= E Se Aju = Asv para À, A2 E€ R então à= ecA=. 


Ext 6.2: Seja 4 = | i | com det(A) = 4. 


Ext 6.3: B uma matriz quadrada. 
(a) se uma linha é múltipla de outra então B (possui/não possui) inversa; 
(b) se nenhuma linha é múltipla de nenhuma outra então (det(B) £ 0, det(B) = 


0, nada podemos afirmar). 
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Ext 6.4:Suponha que T : R? — R? linear preserva área. Isto implica que T preserva 
comprimentos também? 

Ext 6.5: Sabe-se que três arestas adjacentes ao vértice (0,0,0) de um paralelepípedo no 
R3 são determinados pelos vértices (—1, 2,2), (2,-1,2) e (2,2,-1). Calcule o volume do 
paralelepípedo. 

Ext 6.6: Seja T(x,y,2) = (x + 2,27 +y + 32,2 — x). Considere o cubo 


C = (ae; + bez + ces; a,b,c € [0,3]+. 
Determine o volume do paralelepípedo 


T(C) = {aT (e1) + bT (e2) + cT (e3); a,b,c e [0,3]}. 


Ext 6.7:Sejam a,b,c números reais positivos. Determine o volume do elipsóide E = 
f(x,y,2) € R$; (x/a)? + (y/b)2 + (z/c)? < 1) encontrando um conjunto B C R? e uma 
transformação linear T tal que T(B) = E. 


Ext 6.8: Calcule o determinante das matrizes abaixo 


=T mel = 
22103 FRR 
W 2 7 o 0-2]; (b) 
0 3 0 0 0 E ei 
3 3 3 2 


3 -1 6 0 5 


Ext 6.9: Para cada matriz 4 abaixo determine todos À € R de modo que a matriz A — AI 
não seja invertível: 


1 
()4=[1 5l bå=] 2 
1 1 
Ext 6.10: Diz-se que uma matriz quadrada P é uma projeção (não necessariamente orto- 
gonal!) se P? = P. Mostre que det(P) é 0 ou 1. 
Ext 6.11:Suponha que A e B são matrizes quadradas n x n com AB = I. Prove que 
BA=I. 
Ext 6.12: Suponha 4* = I. Prove que 
(a) se k é ímpar então det(A) = 1; (b) se k é par então det(A) = 1 ou —1. 
Ext 6.13: 


(a) Prove (usando determinante) que não existe matriz 4 3 x 3 (com entradas reais) tal 
que A? = —Tsx3 (identidade); 


0 0 
1 2 
0 


(b) Tome B = | E | e mostre que B? = —1,x» (identidade) e portanto, num certo 
sentido, B = V—T. (A matriz B é uma rotação de 90º.) 
Ext 6.14: 
Definição 6.21 Diz-se que uma matriz quadrada S é anti-simétrica se ST = — S. 


(a) Mostre que det S = 0 se S é n x n com n impar. 
(b) Dê um exemplo de S 2 x 2 anti-simétrica e det S £ 0 


Ext 6.15: Suponha N nilpotente (veja Definição da p/132) , isto é, Nº = 0 para algum 
k € N. Mostre que N não é invertível. 


Ext 6.16: 
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Definição 6.22 Diz-se que uma matriz quadrada Q é ortogonal se QTQ = Inxn (identi- 
dade). 


Mostre que det(Q) é 1 ou —1. 


Ext 6.17: Deduza a fórmula do determinante da matriz 3 x 3 (mostrada na Figura |6.6] da 
p[174) seguindo a técnica da demonstração da fórmula 2 x 2 do Teorema [6.3] da p 


Ext 6.18: Considere M = | > É |. com A, B,C e D matrizes quadradas 2 x 2. Dê um 
exemplo que mostre que nem sempre det( M) = det(A) det(D) — det(B) det(C). 
Ext 6.19: Considere a matriz (em blocos) M = y : , com 4, X quadradas e 1 a matriz 


identidade, todas de mesmo tamanho. Prove que det(M) = det(A). 


Ext 6.20: Sejam A, B matrizes quadradas de mesma dimensão. Prove que det(AB) = 
det(BA) (verdade mesmo que AB BA). 


1 
2 
Ext 6.21:Suponha que 4 = PDP"! com D = diagonal. Prove que 
n 
det(A*) = (n!)*. 
Ext 6.22:Se A e B são invertíveis: 
(a) A+ B é invertível? (b) AB é invertível? (c) ATB é invertível? 
Ext 6.23:Se AB é invertível, então A é invertível? 
O... 0 a 
. OD sas do E . 
Ext 6.24: Seja M = | |. Determine | det M|. 
an seo dE È 


Ext 6.25: (a) Mostre que a equação da reta em R? que passa por vı = (£1, Y1) € V2 = (£2, Y2) 


x y 1 
é dada por det | zı yı 1 | =0; 
xo yo 1 
(b) Mostre que a equação do plano em R? que passa por vı = (x1, Y1, 21), V2 = (T2, Y2, Z2) 


x y z 1 
tı ya 1 
=0. 

xo Y2 Z2 1 

£3 yz 23 1 

Ext 6.26: (a) Mostre que a área do triângulo com vértices em vı = (£1, Y1), vo = (£2, Y2) € 
zı yı 1 

vs = (£3, y3) é dada por 1/2det | xo y 1 
z3 yz 1 


e v3 = (£3, Y3, z3) é dada por det 


Tı To T3 Tı | 
Yı Y Y Yı 
e fazendo a soma do produto da diagonal com sinal positivo numa direção e negativo na 
outra. Este esquema permite obter fórmula de área de polígono qualquer (já que área é igual 
a soma das áreas dos triângulos) com vértices em (£1,491), ... (£n, Yn) utilizando a matriz 
Mo E 2 
es Yn 


(b) O determinante acima pode ser calculado montando a matriz | 


. Determine-a. 
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6.9.4 Desafios 


Des 6.1:A Definição da p pode ser generalizada para se definir o produto vetorial 
entre n — 1 vetores em R”. 


Definição 6.23 (produto vetorial) Dados u,,...,u,.1 € R” definimos 
W1 
w= E =u X- X Un ER”, 
Wn 
o produto vetorial entre u;,,...,u,-1, componente a componente, por 
T T T 
w; = det | ug cc u,1 & 
y L 4 
Mostre que: 


(a) este produto possuirá as mesmas propriedades que o produto vetorial em R? (anti- 
simétrica, linear em cada fator, orientação e normalização); 


(b) u; x ug x---u,-1 é perpendicular a cada u; para i = 1,...,n — 1. 
Des 6.2: (Wronskiano) Dado um conjunto (fi, f2, . . . , fn} de funções infinitamente diferen- 
ciáveis definimos o wronskiano W (fi, f2, .. . , fn) (x) como o determinante da matriz 
f(x) falz) >> fala) 
filz) fala) = fala) 


1 (2) 2) ce fala) 


E) DO) o Da) 


) Prove que se (f;,£b,...,f,) é LD então W(f,,f5,...,£,)(x) = O para todo z; 
) conclua de (a) que se W (xo) # O para algum x, então o conjunto de funções é LI; 
) use (a) para provar que (1,x,e”) é LI; 
) é claro que o conjunto de funções (x?, x|x|} é LI (porque?). Por outro lado, 
W(x, x|æ|)(x) = O para todo x. Isto não implica por (b) que o conjunto é LD? 
Obs: (x|2|)' = 2x). 


Des 6.3: (determinante de Vandermonde 3 x 3) Prove que 


(a 
(b 
(c 
(d 


l aa 
det | 1 b | = (b—a)(c—b)(c— a). 
l cc 


Des 6.4: Considere o seguinte problema: Dados pontos (x;,y) E€ R? comi = 0,...,n 
determine polinômio p(x) de grau n tal que p(x;) = yi. 
(a) Monte um sistema linear para determinar os coeficientes a; do polinômio p(x) = 


n 
J ax’; 
i=0 
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ms q 
. To ... Tn . . 
(b) Defina M = (conhecida como matriz de Vandermonde). Mostre 
To Tn 
ao Yo 
que o sistema pode ser escrito como M | : = : 
An Yn 
(c) Mostre que det M = Iia — Tk). 
k<n 


l+a b c d 
a 1+b œ d 
b i+c d 
a b c l+d 
Des 6.6: Prove que uma matriz com todas entradas racionais possui um determinante raci- 
onal. 


Des 6.5: Prove que det =]+a+b+c+d. 


Des 6.7:Seja A uma matriz n x n com |a;;| < k. Usando a idéia de determinante como 
volume, mostre que | det A| < (ky'n)”. 


a b 
Des 6.8: Considere a matriz tridiagonal n x n A, = a i Defina d, = 
c a 
det(A,). 
(a) Prove que dp+1 = ad, — bedn-—1. 
(b) suponha que a = 2 e b = c = —1. Prove que det(A,) =n +1. 
Des 6.9: Calcule: 
raa a 0 1 1 
E axra a 
(a)Pldt| a x a (b)det| 1a x a (c) Pldet 
aaz Lop OI E ao a À 
aaa r Le 1 0 


Des 6.10: (Cálculo do posto de uma matriz utilizando determinante de submatrizes) Prove 
que para qualquer matriz o posto é k se, e somente se, k é o maior inteiro tal que existe uma 
submatriz k x k com determinante não-nulo. 


Des 6.11: Existem 16 matrizes 2 por 2 cujas entradas possuem somente 0's e 1's. Quantas 
delas são invertíveis? 


2Veja p.29, #9. 
3Veja p.216 #10. 


Capitulo 7 
Autovetores e Diagonalização 


Definimos autovalores e autovetores de transformações lineares. Nossa ênfase será em TLs 
do R”. Algumas aplicações são: 

(a) calcular potências (4º) e raíz quadrada (N/A) de matriz; 

(b) determinar se o sinal de f(x,y) = ax? + bay + cy? é sempre positivo ou negativo ou 
indeterminado (classificação de formas quadráticas); 

(c) determinar estado limite de um sistema iterado: começando num estado vo € R” e 
evoluindo por v, = Av,-1, determinar lim v,. 


n—00 


(d) classificar cônicas e quádricas (ver Wikipedia). 
(e) caracterizar geometricamente uma TL. 


7.1  Autovalores e Autovetores 


Problema Central deste Capítulo 
Dada transformação linear T : V > V, existe v € V não-nulo tal que v e Tv são 
paralelos? De forma equivalente: existe direção preservada por T? Como calculá-la? 


Definição 7.1 (autovalor, autovetor e espectro) Seja T : V — V transformação li- 
near. Dizemos que v € V não-nulo é autovetor associado ao autovalor À se Tv = Av. 
O conjunto de autovalores de T é chamado de espectro de T. 


Observação 7.1 

(a) À pode ser zero, mas v não. De fato a “direção” v = O é sempre preservada por uma 
TL qualquer pois TO = O mas v = 0 não é autovetor. 

(b) Se v € NucT é não-nulo então é autovetor associado ao autovalor À = 0 pois 
Tv=0v=0. 

(c) O autovetor associado a um autovalor não é único. De fato, se v é autovetor qualquer e 
k £ 0, w = kv também é autovetor pois T(w) = T(kv) = kT(v) = kàv = A(kv) = àw. 


Para ilustrar estes conceitos de forma geométrica estude o Exemplo [7.5] da p e Exem- 
plo [7.6]da p Observe nestes exemplos que: 


(a) qualquer múltiplo de direção preservada também será preservada: autovetor não é único; 
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(b) podem existir infinitas direções, duas, uma ou nenhuma direção preservada; 
(c) zero pode ser autovalor. 


Como calcular autovalores e autovetores de T : R” => R”? 


Para que v seja autovetor basta que 
Tv-Av=Tv-(ADv=(T-ADv=0 com vZzO. 


Portanto v é elemento não-nulo do Nuc(T' — AT). Pelo Teoremaf6.11|da p Nuc(T—AT) £ 
O se, e somente se, det(T — AT) = 0. Este determinante será um polinômio em A, fato que 
não vamos provar (segue da fórmula de Leibniz da p/174). 


Definição 7.2 (polinômio característico) Dada transformação linear T : R” > R”, de- 
finimos o polinômio característico de T por p(À) = det(T — AT). 


Como o conjunto de autovetores associados ao autovalor À é igual ao Nuc(T — AT) após 
retirarmos o vetor nulo, este conjunto é chamado de autoespaço associado a À. 


Definição 7.3 (Autoespaço) de T associado ao autovalor À é o Nuc(T — AJ). 


Em resumo, dado T : R” => R”: 


e Determinamos autovalores calculando os zeros do polinômio característico p(A) = 
det(T — AI). Devemos preservar ao máximo uma expressão fatorada por ser muito 
difícil determinar raízes de polinômios de grau 3 em diante (veja Observação [6.8] da 


p[180); 


e Determinamos os autovetores resolvendo o sistema (T — Aljv = 0 para cada 
autovalor À. 


Exemplo 7.1 Calcule os autovalores e autoespaços de T = | E É | l 


Solução: Autovalores: Como o polinômio característico p(A) = det (T — AT) = 


= det | E E, | =(1-)2-1=(A-O(A — 2), os autovalores são 0 e 2. 


Autoespaço para À = 0: Resolvemos o sistema 
E Ta -1 ]fs] fo 
(T — 0I)v = | 1 (1-0) al lal 


Obtemos f no E s E ; . Portanto x = y, solução (x,y) = t(1,1) para t € R. Desta forma 


o autoespaço associado ao O é ((1,1)). Um autovetor é (1,1) ou (2,2) ou (1/2,1/2) ou 
(=1,-1) ou (—100, — 100) etc. 
Autoespaço para À = 2: Resolvemos o sistema 


e-av=| 0 alalla 
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Obtemos l = É i a . Portanto z = —y, solução (x,y) = t(1,—1) para t € R. Desta 


forma o autoespaço associado ao 2 é ((1,—1)). Um autovetor é (1,—1) ou (2,—2) ou 
(1/2,—-1/2) ou (—1,1) ou (—100, 100) etc. E 
Observação 7.2 (Software Algébrico) Pode-se calcular os autovalores e auto- 
vetores com o comando do Maxima eigenvalues e eigenvectors. Entramos 
a matriz com M: matrix( [1,-1], [-1,1]); e calculamos: eigenvalues(M); e 
eigenvectors (M);. 


3 
Exemplo 7.2 Calcule autovalores e autovetoresdeT = |1 1 0 
1 


Solução: Autovalores: O polinômio característico é 


(3— AÀ) -1 0 
p(A) = det(T — AT) = det 1 (1-2) O |. Para calcular o determinante 
1 0 (-1-A) 


note que a matriz já é quase triangular inferior. Para zerar o —1 (linha 1 coluna 2), faça 
li l +lo/(1-— À). Obtemos 


(3-M) —1/(1-A) 0 0 
det(T — AT) = det 1 (1-2) 0 
1 O (—1-ì)) 


Como a matriz é triangular, o determinante é (—1 — AJ((3 — A)J(1 — À) — 1). Como (3 — 
NMA-M)-1=-A2 + 4A — 4 = —(à — 2)?, det(T — AI) = —(—1 — AA — 2)2. Portanto 
os autovalores são 2 e —1. 

Autoespaço para À = 2: Resolvemos o sistema 


(=) =l 0] [a 0 
(T-2Dv = 1 (1-2) 0 ul = 0 
1 E tiea | | é 0 
r—y=0 
Obtemos xz—y=0 . Portanto tomando z = t, solução (x,y, z) = t(3,3,1) para t E€ R. 
= de=) 
Desta forma o autoespaço associado ao 2 é ((3,3,1)). 
Autoespaço para À = —1: Resolvemos o sistema 
(3+1) -1 0] [a 0 
(T+Dv= 1 (1+1) 0 y|=]|0 
1 pd] | á 0 
dz — y=0 
Obtemos 4 x — 2y =0 . Portanto x = y = 0, e z qualquer, solução (x,y,z) = t(0,0,1) 
q =0 
para t € R. Desta forma o autoespaço associado ao —1 é ((0,0,1)). E 


Exemplo 7.3 (rotação no plano) No Exemplo da p|98| deduzimos que a matriz de 
cos —senQ | 


rotação de vetores do plano por um ângulo O (no anti-horário) é R = 
“ P ROPU gu ( i io) sen 0 cos 8 


Determine os autovalores e autoespaços para cada 6. 
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Solução: Polinômio característico: p(A) = (cos 0—A)?+sen? 0 = A2-2A cos 0+1 (identidade 
trigonométrica sen? 6 + cos? 0 = 1). Como A = 4(cos20 — 1) = —4sen? 0, A < 0 (raízes 
complexas) a não ser que sen 0 = 0, ou seja, a não ser que 0 = 0º ou 180º. Portanto são três 
casos: 

(a) 0 = 0º. Neste caso R = I, a matriz identidade. O único autovalor é 1 com com 
qualquer direção não-nula como autovetor. 

(b) 8 = 180º. Neste caso R = —T. O único autovalor é —1 com qualquer direção não-nula 
como autovetor. 

(c) 0 g {0°,180°}. Neste caso não existe autovalor (real) e nenhuma direção é preser- 
vada. E 
Observação 7.3 Vamos explorar sob nova ótica o item (c) do exemplo anterior. Para 
fixar ideias examinamos o caso da rotação de 90 graus, sendo os outros casos análogos. 
Até agora trabalhamos com o espaço R? de pares ordenados de números reais com esca- 
lares reais. Podemos considerar o espaço C? de pares ordenados de números complexos 
com escalares complexos. Quase tudo que fizemos até aqui (exceto produto interno) se 
aplica sem alterações, em particular a solução de sistemas lineares, definição de núcleo 
e imagem, determinante, etc. Pensando desta forma, no caso da rotação por 90 graus, 


1 0 
autovetores se calculam da forma usual. Calculamos o autoespaço para À = i resolvendo 


0 —1 : , E Sm da 
R= | | , O polinômio característico é p(A) = A? + 1, os autovalores são +i, e os 


o sistema: 
—i =] i 0 
ne a 
Obtemos l pe E : . Escalonando obtemos (multiplique segunda linha por i e some 
iv —y=0 


com a primeira) . Tomando x = 1 obtemos y = —i. Logo (1, —i) € C? 


0=0 
é um autovetor de R associado a à = i € C pois 


laj olll hl 


De forma análoga (verifique!) (1, i) € C? é um autovetor de R associado a à = —i € C. 


Exemplo 7.4 Determine autovalores e autoespaços das TLs em R? abaixo. Com isto entenda 
a geometria da TLs. 

(a) T(z,y)= (£ +y, y); (b) T(z,y) = (3/27x, 2y); 

(c) T(x,y) = (3/2x, —2y); (d) T(z, y) = (z/2, 2y). 


Solução: (a) O único autovalor é 1 com autoespaço correspondente (e1) (e; = (1,0)). 
Observe na Figura o efeito desta TL, similar ao que ocorre com um baralho de cartas 
quando deslizamos as cartas uma por cima das outras. O efeito é deslocar os vetores mais 
para direita, para y > 0, mais para a esquerda, com y < 0, mantendo a componente y. 
Um exemplo são placas tectônicas da terra deslizando uma sobre a outra. É conhecida como 
cisalhamento 

(b) São autovalores 3/2 e 2, com autoespaços respectivamente (e1) e (e5). O círculo 
unitário é levado por T numa elipse. Esta transformação amplia os vetores na direção x e y, 
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mas com ampliação maior na direção y, fazendo com que a imagem de um círculo seja uma 
elipse (veja Figura [7.2). É uma ampliação /redução elipsoidal com reflexão. 

(c) São autovalores 3/2 e —2, com autoespaços respectivamente (e1) e (e2). 

Esta transformação amplia na direção y mas refletindo no eixo x e amplia na direção x 
(veja Figura [7.2). 

(d) São autovalores 1/2 e 2, com autoespaços respectivamente (e1) e (e2). 

Esta transformação amplia na direção y e reduz na direção x (Figura [7.3). É amplia- 


ção/redução elipsoidal. E 
94 
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Figura 7.1: Cisalhamento: T(x,y) = (x +y,y) 
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Figura 7.2: Ampliação Elipsoidal T(x, y) = (3/2x,2y) e Ampliação Elipsoidal com reflexão 
T(r,y) = (3/20, —2y) 


O próximo exemplo pode ser resolvido somente por geometria. 


Exemplo 7.5 Determine autovalores e autoespaços das TLs em Rº: 
(a) Reflexão em torno do eixo x. (b) Projeção no eixo x. 
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Figura 7.3: Ampliação /Redução Elipsoidal: T(x, y) = (x/2, 2y) 


Solução: (a) Vetores no eixo x serão preservados. Assim 1 é autovalor com autoespaço (e1). 
Vetores no eixo y serão refletidos. Assim —1 é autovalor com autovetor (es); Veja Figura 
da p/96). 

(b) Vetores no eixo x serão preservados. Assim 1 é autovalor com autoespaço (e1). 
Vetores no eixo y serão levados no zero. Assim 0 é autovalor com autoespaço (e2); Veja 


Figura [4.4] da p/97| E 


Exemplo 7.6 Determine autovalores e autoespaço somente por geometria] das TLs em 
Rº: 

(a) T uma projeção ortogonal no planoz = 0. (b)T uma reflexão no plano y = 0. 
(c) T uma projeção ortogonal na reta gerada pelo vetor (1,2,1). 


Solução: (a) São preservadas: direção e; = (1,0,0) (no eixo x) cuja imagem Te; = 
(1,0,0) = ey, direção ez = (0,1,0), no eixo y, cuja imagem Te, = (0,1,0) = e» e direção 


1Em todos os exemplos, pelo Lema [7.8] da p/202] como a soma das dimensões dos autoespaços é 3, 
calculamos todos autovalores e autoespaços. 
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e3 = (0,0,1), no eixo z, cuja imagem Tes = (0,0,0) = 0e3. 

São autovalores 1, com autoespaço (e1, e»), e 0, com autoespaço (es). Veja Figura [4.5Jda 
p/97| Assim o autoespaço associado ao autovalor 1 é o plano z = 0 e o autoespaço associado 
ao autovalor 0 é ao eixo z, que é perpendicular ao plano z = 0. 

(b) O plano y = O é autoespaço associado ao autovalor 1 (porque?). Os vetores no eixo 
y, que é perpendicular ao plano y = 0, serão refletidos em torno do plano y = 0. Assim o 
autoespaço associado ao autovalor —1 é o eixo y. 

(c) Como T(1,2,1) = (1,2,1), o vetor (1,2,1) é um autovetor associado ao autovalor 
0. Já vetores perpendiculares a (1,2,1) como (—1,0,1) ou (0, —1, —2) são levados no zero 
e portanto são autovalores associados ao autovetor 0. Assim o autoespaço associado ao 
autovalor 1 é a reta ((1,2,1)) e o autoespaço associado ao autovalor 0 é o plano perpendicular 
ao vetor (1,2,1) que denotamos por ((1,2,1))-. E 

Na teoria (mais avançada) de equações diferenciais determinamos autovalores e autoveto- 
res (chamados de autofunção) dos operadores lineares derivada primeira e derivada segunda 
no espaço das funções reais diferenciáveis C” (R; R) (espaço de dimensão infinita). 


Exemplo 7.7 Para cada T:CR;R) > C” (R; R) abaixo, determine um autovetor (tam- 
bém chamado de autofunção) f E C“(R;R) associado ao: 
(a) autovalor 3 se Tf = f'; (b) autovalor —4 se T f = f". 


Solução: (a) f(t) = exp(3t) pois f(t) = 3exp(3t), isto é, Tf = f = 3f. Note que 
g(t) = Cexp(3t) também será autofunção para qualquer C € R. 

(b) Uma possibilidade é f(t) = sin(2t) pois f'(t) = 2 cos(2t) => f” (t) = —4sin(2t), isto 
é, f” = —4f. Outra função é f(t) = cos(2t) pois f'(t) = —2 sin (2t) —> f” (t) = —4 cos(2t), 
isto é, Tf = f” = —4f. Combinações lineares de sin(2t) e cos(2t) também serão autofunção, 
isto é, g(t) = Cı sen(2t) + C2 cos(2t) com C1, C2 E R também será autofunção. E 


7.2 Diagonalização 


Definição 7.4 (matriz diagonalizável) Dizemos que uma matriz quadrada À é diagona- 
lizável se existe P invertível tal que P!AP = D (ou de forma equivalente A = PDP"!), 
com D diagonal. 


Observação 7.4 Portanto se À é diagonalizável, AP = PD. Note que se P = [vi <- - vn] 
A 
e D é matriz diagonal com D = EO então AP = [Av,--- Avn] = 
An 
[Davi AnVn). Assim, Av; = Aivi. Logo as colunas de P são autovetores de A com 
autovalores na diagonal de D. 


Definição 7.5 (decomposição espectral) Se 4 é diagonalizável chamamos de decom- 
posição espectral de A uma fatoração A = PDP"! com D diagonal e P invertível. 


Lema 7.6 (autovetores são LIs) Autovetores associados a autovalores distintos são line- 
armente independentes, ou seja, se vy # O e Tvp = Av; k=1,...,p, com Ap's distintos, 
então (vi,...,Vp) é LI. 
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Prova: Suponha falsa a tese. Neste caso, seja 2 < r < p mínimo tal que v, é CL dos 
anteriores: v, = Dave. 
k<r 


Temos então: [Vir = Àr Vr = T = auve) = Ar Y OkVk => > Manva = 


XO Mrapvi => > — A Japve = 0 Mas isto implica que v4,...,V,-1 são LD, o que 

k<r k<r 

contraria a minimalidade de r. E 
O próximo corolário apresenta uma condição suficiente (mas não necessária) para que 

uma matriz seja diagonalizável. A condição não é necessária pois uma matriz com todos 

autovalores iguais (por exemplo a identidade, que possui somente o autovalor 1) pode ser 

diagonalizada. 


Corolário 7.7 Se uma matriz nxn A possuin autovalores distintos então A é diagonalizável. 


Prova: Se existem n autovalores distintos, pelo Lema [7.6] eles são LIs. Definindo P uma 
matriz com os n autovetores, como eles são Lls, pelo Teorema da pll77|a matriz P é 
invertível. Como são autovetores temos que AP = PD (ver Observação |7.4). Logo A é 


diagonalizável. E 
Lema 7.8 Sejam À,,..., An autovalores distintos de A e H; autoespaço associado a À;. Se 
Bı C Hı, ..., Ba C Hn são conjuntos Lls, então a união deles 8/U---U Bn também é LI. 

Prova: Considere o caso n = 2, Bı = (u,,... Uk} e B2 = (vi,..., vı}. Suponha que 


X aiui +) b;v; = 0. Devemos mostrar que a; = b; = 0 para todo i, j. Aplicando A dos dois 
lados e usando o fato de serem autoespaçoes obtemos que A, > a;u;+A>> b;v; = 0. Logo 
(supondo M # 0), SJ au; = —52 X b;v;. Substituindo obtemos —42 X> b;v; + X b;v; = 0. 
Logo (1 — 42) 3) b;v; = 0. Como À # À», J b;v; = 0. Como supomos que /» seja LI, 
b; = O para todo j. Agora ficamos com ` aju; = 0 e concluímos que a; = O para todo i. 
Deixamos o caso geral para o leitor. E 


Corolário 7.9 Considere A uma matriz quadrada k x k. Se a soma das dimensões dos 
autoespaços associados a cada autovalor de A é k, então A é diagonalizável. 


Para diagonalizar uma matriz A de dimensão n: 
e Calcule os autovalores (raízes do polinômio característico). 


e Encontre bases para autoespaços (resolver sistemas homogêneos). 


e Junte os autovetores das bases dos autoespaços: se tivermos n autovetores Lls A é 
diagonalizável, caso contrário não é diagonalizável. 


Exemplo 7.8 Verifique se é diagonalizável. Se for determine decomposição espectral: 


ran 31 2] 
()A=| 4 iF (b4=|-20 4]; 
00 2 


3 
()JA=|1 1 0); (d) T(z,y)=(£+y, y). 
1 0 -1 
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Solução: (a) Calculamos autovalores e autoespaços no Exemplo da p/196] É diago- 
nalizável pois são dois autovalores distintos (0 e 2) e portanto dois autovetores LIs (pelo 


Lema rs) Tomando P = | E f PAAP= | i 2 |. Observe que se trocarmos a or- 


an : : 1 1 
dem dos vetores obtemos uma matriz diagonal diferente. Assim se tomarmos Q = | i | 


Jan 

(b) Calculando p(A) = det(A — AT) = (2 — A)(—A(3 — À) + 2) (utilize determinante por 
bloco). Note que vamos manter a fatoração (veja Observação [6.8] da p180) pois queremos 
calcular raízes. Assim p(A) = (2- A)(X2— 3A +2). Calculando raízes de p são 2 (do primeiro 
fator e do polinômio do segundo grau) e 1. 


Agora resolvendo o sistema (A — 21)v = 0 obtemos como autovetores associados ao 2: 
(2,0,1) e (—1,1,0). Resolvendo (A — 1)v = 0 obtemos autovetor associado ao 1 (1, —2, 0). 


2 — 1 
Como são 3 autovetores Lls, T é diagonalizável. Seja P= | 0 1 -2 |. Então PIAP = 

1 0 0 

2 
2 - Observe que se trocarmos a ordem dos vetores obtemos uma matriz diagonal 
1 
—1 12 2 
diferente. Assim se tomarmos Q = 1 —2 0 |, QTIAQ = 1 
0 01 2 


(c) Calculamos autovalores e autoespaços no Exemplo [7.2] da p Não é diagonalizável 
pois cada auto-espaço possui somente um vetor LI. Dois vetores não formam base do R°. 
1 
0 1 
Portanto o único autovalor é 1. Resolvendo (A — I)v = 0 obtemos y = 0. Portanto a 
única direção preservada é (1,0). Como os autovetores não formam base, esta TL não é 
diagonalizável. Está transformação é um cisalhamento, representado na Figura [7.1|da p[199] 
E 
Podemos calcular os autovalores e autoespaços e a decomposição espectral de transfor- 
mações geométricas somente por geometria. 


(d) A matriz associada a T é | O polinômio característico é p(à) = (1 — à}. 


Exemplo 7.9 Considere T uma projeção ortogonal na reta r = (w) C R?. Determine 
autovalores e autovetores e sua decomposição espectral. 


Solução: Considere v uma direção perpendicular à reta r. E claro que Tv = O = Ov e 
Tw = 1w. Logo são autovalores O e 1 com autovetores associados w e v. Como são 2 
autovetores Lls em R°, é diagonalizável. 


T T T f T f 


Defina P = | v w |, então AP = | Av Aw | = [0 w | =P | É 1 | . Logo 
44 t 4 4 4 
F 0 T? E 1 
PAP = . Observe que se Q = | w v |, então QAQ = E 
1 Ll 0 


Exemplo 7.10 Sejam v,w € R? tais que II = (v,w) seja um plano em R$. Determine 
autovalores e autovetores e, se possível a decomposição espectral de: 
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(a) T uma projeção ortogonal no plano II. 
(b) T uma reflexão ortogonal no plano II. 
(c) T uma rotação em torno do eixo r = (w) por um ângulo 27º. 


Solução: (a) Considere u uma direção perpendicular ao plano II. É claro que Tu = 0 = Ou, 
Tv = 1v e Tw = 1w. Logo são autovalores: 0 com autovetor u e 1 com autovetores v e 
w. São 3 autovetores Lls em R3: é diagonalizável. 


TT 
Defina P= | u v w |, então 
t 
E a. Ba, 0 
AP = | Au Av Aw |= 1/0 v w| =P 1 
4 + d 44 4 1 
0 
Logo PAP = 1 
1 
(b) Considere u uma direção perpendicular ao plano II. É claro que Tu = —lu, Tv = 1v 


e Tw = 1w. Logo são autovalores: —1 com autovetor u e 1 com autovetores v e w. São 3 
autovetores Lls em R$: é diagonalizável. 


TT? 
Defina P= | u v w |, então 
44 
ras 114 -1 
AP = | Au Av Aw |=|-u v w |=P 1 
do 4 4 VE 1 
—1 
Logo P1AP = 1 


1 
(c) Considere II = (u, v} o plano perpendicular ao eixo r. E claro que a única direção 
preservada será w, quando Tw = w. Qualquer outra direção será modificada. Logo único 
autovalor (real) é 1 com autoespaço (w): não é diagonalizável. E 


Deixamos para o leitor alguns outros exemplos: projeção ortogonal em reta no espaço, 
reflexão para uma reta no plano, reflexão em plano no espaço. Você pode repetir a análise 
dos exemplos anteriores para estes casos? 


Finalizamos esta seção apresentando o Teorema Espectral para matrizes simétricas (ver 
Definição [4.42] da p/116). Ele é utilizado em diversas aplicações pois permite garantir (sem 
saber quem são os autovalores por exemplo) que uma matriz é diagonalizável. É utilizado 
para: 


e classificação de máximos e mínimos locais de função de várias variáveis através do estudo 
de sinais dos autovalores da chamada matriz Hessiana; 


e classificação de cônicas e quádricas; 


e estudo de mecânica de corpos rígidos. 
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Teorema 7.10 (espectral para matrizes simétricas) Se a matriz quadrada A é simé- 
trica (A = AT: Definição da p|116) então A é diagonalizável com P ortogonal 


(PTP = Í: Definição [4.43 da p/116). 


Prova: Vamos provar somente que todos autovalores são reais. Seja w € C” (w Æ 0) 
um autovetor com autovalor associado À € C. Assim Aw = Aw. Podemos escrever que 
A=a+bicoma,be R e w = u + iv com u,v € R”. Logo Aw = A(u + iv) = àw = 
(a+bi)(u+iv). Separando partes reais e imaginárias obtemos Au = au—bv e Av = bu+av. 
Tomando produto escalar com v e u com cada equação obtemos: (Au, v) = a (u, v) —bliv||?, 
(Av,u) = a(v,u) + bljul/Z. Como A é simétrica, (Au, v} = (Av,u) (isto é verdade para 
todo u, v € R”, e é a definição “correta” de matriz simétrica; pode-se verificar tomando u, v 
como vetores da base canônica e utilizando (bi)linearidade do produto interno). Portanto, 
a lu, v) — bliv? = a (v, u) + bljul/2. Pela simetria ((v,u) = (u,v)), 2b(|ul2 + I|v||2) = 0. 
Como w = u + iv # 0, b= 0. Loggo `A=a ER. 


Para finalizar veja [7]. E 
TETEE 
Exemplo 7.11 São diagonalizáveis: | a kə c 3 6 8 9 
i ha 47910 


7.3 Aplicações 


Como calcular potências de uma matriz e Jim AM? 
—00 


Vamos começar determinando uma fórmula para D* quando D é diagonal. Seja D = 
dá AÏ 
. É fácil verificar que D* = a para todo k € N. 
An Na 

Agora vamos determinar uma fórmula para A* quando A é diagonalizável. Se A é diago- 

nalizável, existe P invertível e D diagonal com A = PDP"! Assim: 
A? = (PDP(PDPN = PD(PP)DP-! = PDDP™ = PD?P! e 

A? = (PDP N(PDP-N(PDP-D = PD(P-P)D(PP)DP = PDDDP~ = PD? P~. 
De forma geral, 4* = PD*P-1 para todo k € N. 


Exemplo 7.12 Calcule A!” para A = £} | E |. 


Solução: É claro que não vamos multiplicar A por ela mesmo 10,000 vezes! O polinômio 
característico é p(A) = à? — å/2 — 1/2. As raízes (os autovalores) são 1 e —1/2. Resolvendo 
os sistemas associados, determinamos os autoespaços. 

O autoespaço associado ao —1/2 é ((1,1)). O autoespaço associado ao 1 é ((1, —1)). 


1 1 =| 
Portanto, P = | =i | com D = 1 


104 
que P= = 34 a Como Di! = | Y? 


2/1 —1 
j 910º ai 1 1= 910º 
g104+1 1— 910º 910º +1 j 


. Calculando a inversa de P determinamos 


i | calculando o produto PD? P-t 


obtemos que A1% = E 
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Exemplo 7.13 (limite de sequência de matrizes) Considere A = | a E: |. 


Calcule lim A*. 
k—oo 


Solução: O polinômio característico é p(A) = A? — 4å/3 + 1/3. As raízes (os autovalores) 
são 1 e 1/3. Resolvendo os sistemas associados, determinamos os autoespaços. 
O autoespaço associado ao 1 é ((2, —-3)). O autoespaço associado ao 1/3 é ((—3,5)). 


Portanto, P = | E | com D = 1 1/3 | Calculando a inversa de P determinamos 
5 3 
— 1 
que P= 4 39 
É claro que lim 4* = lim (PD'P DS = P (lim D") P, 
k-s00 k-s00 k—+00 
k 
Como D* — | 1 (1/2) | o primeiro elemento da diagonal é sempre 1 e o segundo 
converge para zero. Logo, Jim D! = | 1 0 |. Concluímos que o limite é P | j 0 | pr 
— 00 
10 6 
v ko 
obtendo que dim A E | 5 9 | E 
1 1 —1 
Exemplo 7.14 (estado limite) Considere a matriz A= | 0 2 —1 |. Dado um vetor 
00 1 


qualquer inicial vo € RÌ, definimos vı = Avy. Para qual vetor o sistema vai convergir (e 
se vai convergir)? A convergência depende do vetor inicial? 


Solução: É claro que (por indução) vy = 4*vo. Assim queremos calcular lim 4º. Vamos 
k—00 


seguir os passos do exemplo anterior. 
Como a matriz é triangular, os autovalores são 1/2 e 1. Resolvendo os sistemas associados, 
determinamos os autoespaços. O autoespaço associado ao 1/2 é ((1,0,0),(1,1,1))). O 


111 
autoespaço associado ao 1 é ((1,1,0)). Portanto, P= | 0 1 1 | com 
0 10 
1/2 
D = 1/2 . Calculando a inversa de P determinamos que 
1 
1 —1 0 
P=]|0 0 1 
0 1 —1 
(1/2)* 
Como D* = (1/2)* , O terceiro elemento da diagonal é sempre 1 e o 
1º 
0 
primeiro e o segundo convergem para zero. Logo, Jim D* = 0 . Concluímos que o 
—s00 
1 
0 0 1 —1 a 
limite é P 0 P-1, obtendo que Jim A*=|0 1 —1 |. Assim se vo= | b 
— 


1 S$ 00 0 c 
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b—c 


dim Vk = dim Avo = | b—c |. Concluímos que o limite depende do estado inicial. m 
—s00 
0 


Como calcular raiz quadrada de matriz diagonalizável? | 


Se A = PDP”! com elementos da diagonal de D (autovalores) positivos, definimos B = 
VA = PVDP”!, onde vD significa tomar raiz (positiva) dos elementos da diagonal. Desta 
forma, B? =(PVDP M(PVDP Y=PvDvVDP | = P(yD}. Pt = PDP! = A pois 


2 
é claro que (vD) =D. 


Exemplo 7.15 (raíz quadrada de matriz) Calcule VA para A = | E: E | 
Solução: O polinômio característico é p(A) = à? — 13A +36. As raízes (os autovalores) são 
4 e 9. Resolvendo os sistemas associados, determinamos os autoespaços. 


O autoespaço associado ao 9 é ((—2,1)). O autoespaço associado ao 4 é ((-3,1)). 


Portanto, P = | E E | com D = | j E Calculando a inversa de P determinamos 
que P7! = | k E: |. Como VD = | 2 J |. calculando o produto PVDP-! = VA 
obtemos que B = VA = | i E É Verifique diretamente que B? = A. 


> sam a —3 
Note que poderíamos ter tomado, ao invés de VD uma das opções: | 9 | ou 


| é 25 | ou | e E, | pois o quadrado de qualquer uma delas é igual a D. Nes- 


tes casos obteríamos matrizes Bı = | E | Es | T. | E e PE 
0 6 i 
Fo da — Bı. Para qualquer uma delas, B? = A. É 


Observação 7.5 Pode-se de forma similar definir exponencial, seno, cosseno, etc. de uma 
matriz diagonalizável. De forma mais geral, se a matriz A for diagonalizável (A = PDP!) 
e f : R — R uma função podemos definir f(A) = P f(D) Pt onde f(D) é aplicar a função 
em cada elemento da diagonal. 


Classificação de Formas Quadráticas 
Dada função (chamamos de forma quadrática) f(x, y) = ax? + by? + cxy queremos saber 
se: 


(a) 
(b) 
) 


f(x,y) > O para todo x,y € R não-nulo: positivo definida; 
f(x,y) < O para todo x,y € R não-nulo: negativo definida; 
f(x,y) pode ser positivo ou negativo PEDEM rap de x Y E R: indefinida. 


(c 


Classificação similar é feita para f(x,y,z) = ax? + by? + c2? + dzy + ezz + fyz. 


Exemplo 7.16 (classificação de formas quadráticas) Classifique as formas quadráticas 
abaixo em positivo definida, negativo definida ou indefinida: 

(a) f(x,y) = 22º — 6ry + 24°; (b) f(x,y) = 32º + 4ry + 34°; 

(c) f(x,y) = —4r? + 2xy — 4y?; (d) f(z, y) = 3x? + 8xy + 3%?. 
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Solução: (a) Podemos escrever f(x,y) = i T y l E E | | 


Calculando autovalores encontramos 5 e —1. Diagonalizando A (ela é simétrica e pelo 
Teorema da p/205] é sempre diagonalizável), 4 = PTDP. Logo f(v) = vT PT DP». 
Defina w = Pv => w” = vT PT. Logo f(w) = wTDw. Portanto se w = (a,b), f(w) = 
Hab)=[a b] | : E | | É | = 5a? — 1b2. a forma quadrática é indefinida, pois pode 
ser positiva ou negativa. 


23 y 
tramos 1 e 5. Fazendo análise similar ao item anterior concluímos que a forma quadrática é 
positivo definida. 


(b) Podemos escrever f(x,y) = [ £ Y ] | E | | p |. Calculando autovalores encon- 


—4 1 É 
. Calculando autovalores 

1 —4 y 
encontramos —3 e —5. Fazendo análise similar ao item anterior concluímos que a forma 

quadrática é negativo definida. 
3 4 x 

(d) Podemos escrever f(x,y) = [2 y] | 43 | | y |. Calculando autovalores encon- 
tramos —1 e 7. Fazendo análise similar ao item anterior concluímos que a forma quadrática 
é indefinida. E 


(c) Podemos escrever f(x,y) = [a y] | 


7.4 Exercícios de Autovalores, Autovetores e Diago- 
nalização 


7.4.1 Exercícios de Fixação 
Autovalores e Autovetores 


Fix 7.1:Suponha que u é autovetor associado ao autovalor 2 e v é autovetor associado ao 
autovalor 3. 

(a) y = —u é autovetor associado ao autovalor (-2,2,-3,3); 

(b) z = 2v é autovetor associado ao autovalor __(2,3,4,6). 

(c)w=u+v (é não é) autovetor associado ao autovalor 5; 


Fix 7.2: Considere o vetor O = (0,...,0). Determine se é Verdadeiro ou Falso: 
(a) como T(0) = 0-0, o número 0 é autovalor de T; 
(b) como T(0) = à -0 = 0, o vetor O é autovetor de T. 


Fix 7.3: Determine se é Verdadeiro ou Falso: 
(a) toda TL possui pelo menos um autovalor real; 
(b) se uma TL possui núcleo diferente de O então possui um autovalor. 
(c) se o espectro de uma TL é (2,3, —1) então é invertível. 


Fix 7.4:Se T : R? 5 R?, T possui no máximo autovalores distintos. 


Fix 7.5:Se o único autovalor de T : R? — R° é 5 então: 
(a) dim Nuc(T — 3I) _ (> ou = 0,1,2,3); 
(b) dim Nuc(T + 51) _ (> ou = 0,1,2,3); 
(c) dim Nuc(T — 5I) _ (> ou = 0,1,2,3); 


Fix 7.6: Se a matriz quadrada B não possui inversa então 0 (é, não é) autovalor de B. 
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Fix 7.7:Se dim Nuc(T + 217) = 1 então é autovalor de T: 

(a) 2? (sim, não, talvez); (b) —9? (sim, não, talvez). 
Fix 7.8: Considere em R?: R uma reflexão, P uma projeção ortogonal e U uma rotação por 
ângulo 0 (0 < 8 < m). Determine quais possuem um autovalor igual a: 


(a) 1: ; (b)-l: (o): ; (d) um complexo não-real: 
; E 0 0 
Fix 7.9:Seja A = o 0! 
(a) é(são) autovalor(es) ; (b) são autovetores 


Fix 7.10:Se T : R” — R” possui como polinômio característico 


pÀ) = det(T — AI) = (À — 1)?(A + 3), 


(a) nS n (b) dim(Nuc(T)) = __; (c) dim(Nuc(T — 31) = 


Diagonalização 


Fix 7.11: Determine se Verdadeiro ou Falso. Se T : RÊ — Rº possui: 
(a) 6 autovalores distintos então T é diagonalizável. 
(b) 2 autovalores distintos então T não é diagonalizável. 
Fix 7.12: Sabendo que todo autovetor de A é múltiplo de (1,1,1), 4. (é, não é, pode ser) 
diagonalizável; 
= e 
Fix 7.13:Se B = 0 2 v3 | então 
0 0 1 
(a) seus autovalores são ; 
(b) B (pode, não pode) ser diagonalizada pois seus autovalores são e 
portanto os autovetores (formam, não formam) uma base. 


7.4.2 Problemas 
Autovalores e Autovetores 
Prob 7.1: Considere a TL T(x,y) = (3x + 4y, 2y — x). É autovetor de T: 


aP oo ol al!) 


Prob 7.2: Em cada item determine se v é autovetor de A. Em caso positivo, determine o 
autovalor: 


: E 4 a TD 
()v= [4 lea 3 a (b)v= | -3 | e A= | —4 -5 1 
1 2 44 
Prob 7.3: Sabe-se que À = 10 é autovalor para | “3 |. Determine uma base para o 


autoespaço associado. Encontre três autovetores distintos. 
Prob 7.4: Calcule os autovalores e autoespaços associados de: 


21 A: ior 
E ofo 32] A O 
000 1 
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Prob 7.5: Calcule os autovalores e autoespaços associados de: 
(a) T(x,y) = (3x — 2y, 3y); (b) Tle yz) = (-x — 2y +22, y, 2). 


Prob 7.6: Determine h na matriz de modo que o autoespaço associado 


DDS CN 
NIH o 
=. A Orme 


SOON 


ao autovalor 5 seja bidimensional. 


Prob 7.7: Suponha que À é autovalor de A invertível e u autovalor de B com mesmo autovetor 
v. Determine autovalor associado ao autovetor v de: 

(a) A?; (b) A7}; (c) AB; (d) C=aA+bB coma,bER. 
Prob 7.8: Em cada item dê um exemplo de TL que tenha: 

(a) (1,—2) e (0,1) como autovetores associados aos autovalores —1/2 e 2 respectiva- 
mente; 

(b) (1,—1,1) e (1,0,1) como autovetores associados ao autovalor 3 e (0,1,1) € Nuc(T). 


Prob 7.9: Explique em cada caso porque não existe uma TL: 

(a) T : R? — R? cujo núcleo seja uma reta e tenha dois autovalores reais distintos 
não-nulos; 

(b) T : R4 > Rº que seja sobrejetiva com um autovalor igual a 0; 

(c) T : R? — R? que tenha (1,2,3), (4,5,6) e (5,7,9) (note que o terceiro é soma dos 
dois primeiros) como autovetores associados aos autovalores 1, 2 e 3; 


Prob 7.10: Para cada T definida determine os autovalores e a dimensão de Nuc(T), Nuc(T + 
I), Nuc(T — T): 

(a) T : Rê — R? uma projeção ortogonal num plano passando pela origem; 

(b) T : R? — R? uma reflexão em torno de um plano passando pela origem; 


Prob 7.11: Sabendo que T : R? — R? possui x — y + z = 0 como autoespaço associado ao 
autovalor 2, 

(a) T(1,2, 1) To 

(b) dim(Nuc(T)) pode ser no máximo __ (o0, 1, 2, 3) 


Prob 7.12: Sabendo que a matriz abaixo é uma rotação em torno de um eixo fixo, determine 


0 —1 0 
a direção do eixo de rotação. | 0 0 —1 
1 0 0 


Prob 7.13: Calcule os autovalores os autoespaços associados a: 
(a) uma reflexão no plano 37 — 2y + z = 0 em R3; 
(b) uma projeção ortogonal numa reta em Rê sabendo que P(1, —1, 0) = (1, —1, 0). 


0 —1 0 
Prob 7.14: Calcule autovalores e autovetores para mostrar que | —1 0 O | é reflexão. 
0 01 


Determine em torno do que (plano ou reta) se dá a reflexão. 


Prob 7.15: Considere T um operador agindo no espaço das funções reais com infinitas de- 
rivadas, isto é, T : C®(R; R) > CS(R;R). Determine autofunções associadas ao autovalor 
À = —9 se: 

(a) TF= f'; (b) Tf = f”; 
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Diagonalização 


Prob 7.16: A matriz abaixo está fatorada na forma MD M”"!. Sem fazer contas, determine 
os autovalores da matriz e bases para cada um dos autoespaços. 


3 1 -2 1 2 = 2 00 —2 —1 4 
—2 0 4/=|10 2 02 0 2 1 —3 
00 2 11 0 0 0 1 à A 


Prob 7.17:Se possível, diagonalize a matriz: 


10 100 3 —1 0 : : ; 
(a) ; (b)|100 (c)]1 10 (d) 
6 —1 PET 0 04 0100 
0001 
Prob 7.18: Considere A(x, y, z) = (E, =, z). Determine P e Q tais que: 

100 100 
(a) PHAP=]|0 1 0|; (b) Q™AQ=1010 00 
000 0 0 1 


Prob 7.19: Determine em cada caso se a TL pode ser diagonalizada: 

(a) A4x4 tem três autovalores distintos. Um autoespaço é unidimensional e um dos outros 
é bidimensional. 

(b) T : R — Rº tem polinômio característico p(A) = (A — T) (à — e)? (à — 1)°. Dois dos 
autoespaços de T são bidimensionais. 


Prob 7.20: Seja T : R? — R? uma projeção ortogonal no plano x — 2y — z = 0. Determine 

P tal que PTP”! seja diagonal. 

Prob 7.21: Sabe-se que T(1, 1, —1) = 3(1, 1, —1), T(1, 0, 1) =3(1, 0, 1) e Tw = w, 

com w ortogonal a (1, 1, —1) e (1, 0, 1). Encontre P ortogonal tal que PTP"! = 
300 

0 

1 


0 3 
0 0 
Aplicações 


Prob 7.22:Sejam P = | Nr | D= | ao | e A = PDP". Calcule 48 (sem passar 


2 3 0 1 
por 42). 
Prob 7.23: Num país politicamente instável 30% dos defensores da república passam a apoiar 
a monarquia a cada ano e 20% dos defensores da monarquia passa a apoiar a república 
a cada ano. Portanto, denotando por r e my o número de republicanos e monarquistas, 
respectivamente, a cada ano k, temos que 7,1 = 70%r,+20%my e mp1 = 30%r,.+80%m,.. 


Utilizando matrizes, 
Tk+1 = 0.7 0.2 Tk 
Mk+1 = 0.3 0.8 mMk 
0.7 0.2 
0.3 0.8 | 


(b) Sabendo que hoje metade da população apóia a república, em 10 anos qual será o 
percentual que apóia a república? 


(a) Calcule a decomposição espectral de | 
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(c) A longo prazo qual será o percentual de republicanos e monarquistas? Note que isto 
independe do percentual inicial. 


1 2 1 
Prob 7.24: Considere A= | 0 3 1 
0 5 —1 


(a) Determine uma base de R? formada por autovetores de A. 
(b) Determine matrizes X e Y de modo que 4º = XY X~! (não efetue o produto). 


Prob 7.25: Calcule: 


7 [ao - [06 027º 
(ae parati | =l F (b) jm [04 | 
(c) P| Calcule B = VA (raiz quadrada da matriz 4), isto é, determine B tal que B? = A 
13 14 4 
para A= | 14 24 18 
4 18 29 
7.4.3 Extras 


Autovalores e Autovetores 


Ext 7.1: Calcule os autovalores e autoespaços associados de: 

(a) T(x, y) = (z — y, 2x + 3y); (b) T(z, y, z) = (£ — 2y, —y, —y); 
Ext 7.2: Prove que o polinômio característico de A 2 x 2 é A? — traço( AJA + det(A) onde 
traço( A) é definido como a soma dos elementos da diagonal da matriz 4. 


Ext 7.3: Prove que: 
(a) (A — AI)T = AT — AI; (b) os autovalores de A são iguais aos de AT. 


Ext 7.4: Calcule os autovalores e autoespaços associados de: 


alo 0 6) [1 | © Doi E 


Ext 7.5: Sabendo que o polinômio característico de A é p(A) = A8 — 2A" +3? +4, determine 
det(A). 
Ext 7.6: Em cada item dê um exemplo de TL: 

(a) T : R? —> R? que tenha 1 e —1 como autovalores; 

(b) T : R? > R? que tenha 2 e 3 como autovalores associados respectivamente aos 
autoespaços x = y e x = —y; 

(c) T : R? — R? que tenha x — y + z = 0 como autoespaço associado ao autovalor 2 e 
que tenha também —1 como autovalor; 


Ext 7.7: Explique em cada caso abaixo porque não existe uma TL: 

(a) T : Rf > Rt cujo núcleo seja o plano gerado por (0, 1, —1, 1) e (1,0,0, 1) e que tenha 
(1,—1,1,0) como autovetor associado ao autovalor —3; 

(b) T : R? — R? que tenha x — y + z = 0 como autoespaço associado ao autovalor —1 
e tal que T(1,0,1) = (0,1,0); 
Ext 7.8: Calcule os autovalores e autoespaços associados de: 

(a) P : Rt — Rt uma projeção ortogonal na reta gerada por (1,2,-1,1); 


2Veja p.272, #3. 
3Veja p.117, #35. 
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(b) R:Rº — R? uma rotação por ângulo de 90º em torno do eixo gerado por (1,1, —1). 


Ext 7.9: Para cada T definida abaixo determine os autovalores e a dimensão de Nuc(T), 
Nuc(T + 7), Nuc(T — D): 

(a) T : R? —> R? uma projeção ortogonal numa reta passando pela origem; 

(b) T : R? — R? uma rotação de 180º. 


Ext 7.10: Calcule autovalores e autovetores para mostrar que: 


0 —1 0 
(a) | 0 O —1 | é rotação. Determine o ângulo e o eixo de rotação. 
1 O 0 
4/5 0 2/5 
(b) 01 0 | é projeção ortogonal sobre um plano. Determine o plano. 
2/5 0 4/5 
7 2 y3 
(c) & 2 4 —2/3 | é projeção ortogonal. 
v3 -2V3 5 
6 4 2/3 
(d) é 4 0 —4V3 | é reflexão. 
2/3 —4V3 2 
1 —-v2 -v2 
(e) z V2 O v2 | é rotação. Determine o eixo e o ângulo. 
—1 —1 1 


Ext 7.11: Suponha que 4 é semelhante a B (veja Definição [4.57] da p[126). 
(a) prove que det(A) = det(B); 
(b) prove que A? e B? também são semelhantes. 
(c) prove que 4 e B possuem os mesmos autovalores; 
(d) 
geral). 


determine a relação entre os autovetores v de A e w de B (que são distintos de forma 

(e) prove que traço( A) = traço(B) (Veja definição no Ext da p/212). 
Ext 7.12: Suponha que u e v sejam autovetores. Defina w = au+bv com w £0, a,b E€ R. 
Suponha ainda que u e v estão associados: 

(a) ao mesmo autovalor À. Prove que w é autovetor associado a À; 

(b) a autovalores distintos. Prove w não é autovetor. 
Ext 7.13: Considere T T : CAR;R) > C®(R; R), definida por Tf = f”. Determine o 
autoespaço associado ao: 


(a) 1, isto é, as funções que satisfazem f” = f. 
(b) —1, isto é, as funções que satisfazem f” = — f. 


Ext 7.14: Considere T : Pa — P> definido por T (ax? + br + c) = cx? + bx +a. Determine 
os autovalores e autoespaços de T. 


Ext 7.15:Se A = 4º é uma matriz quadrada, o que você pode dizer sobre os autovalores 
reais de A? 


Ext 7.16: (a) Seja Anxn tal que as somas das entradas de cada linha têm todas o mesmo 
valor s. Conclua que s é autovalor. 

Dica: escreva “ Da aj =s, i=1,2,...,n” em forma matricial e então encontre 
um autovetor. 
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123 
123 
1 2 3 


(c) Suponha que a soma de todos elementos de cada coluna é igual a k. Prove que k é 
autovalor de A. 


(b) Determine dois autovalores de por inspeção (sem fazer contas). 


Diagonalização 


Ext 7.17: Seja vı, V2,...,Vn uma base de R” e Av, = kvk, com k=1,...,n. 
(a) Mostre que existe P tal que P7!AP é diagonal; 
(b) Determine esta matriz diagonal. 


Ext 7.18: Se possível, diagonalize a matriz: 


—] 4 -2 2 2 —1 
(a) Ê E (b) É E glaa ok (li ga 
—3 1 3 —1 —2 2 
Ext 7.19: Determine matrizes X e Y de modo que A = XY X~! possua autovalores 2 e —3 
com autovetores associados, respectivamente, | | e É 
555 
Ext 7.20: Diagonalize, sem fazer contas, | 5 5 5 
555 
Ext 7.21: Determine valores de a para que T seja diagonalizável: 
la a 
(aìįìT= | —1 1 -1 (b) T(x, y,z) = (3x + az, 2y + az, 22) 
1 0 2 


Ext 7.22: Diagonalizabilidade e invertibilidade são conceitos distintos. Para confirmar esta 
afirmação, construa uma matriz 2 x 2 que é: 


(a) diagonalizável mas não é invertível; (b) invertível mas não é diagonalizável. 
Ext 7.23: Calcule: m i 
—]1 7 —l1 1 0 0 04 03 k 
(lo 1 oj; (b)loo 2] ; (c) lim E E 
0 15 —2 0 3 =] 2% 


Ext 7.24: Em cada item dê um exemplo de TL satisfazendo as condições dadas. 

(a) T : R? — R? que tenha 2 como único autovalor e seja diagonalizável; 

(b) T : R? — Rº que tenha (1,0,0) e (0,1,1) como autovetores respectivamente associ- 
ados aos autovalores —1 e 3 e seja diagonalizável. 


Ext 7.25: Prove que se: 

(a) P diagonaliza 4 então Q = AP com À € R não-nulo também diagonaliza 4. 

(b) A e B são diagonalizadas pela mesma matriz P então AB = BA. 

(c) []Prove que se todo vetor (não-nulo) de V é autovetor de T então T = AI para algum 
AER. 


Ext 7.26: Considere a transformação linear T : Pa —> Po dada por (T(p))(t) = t — 1)p'¢). 
Determine: 

(a) a matriz de T com relação à base canônica dos polinômios de Ps; 

(b) a decomposição espectral desta matriz; 

(c) os autovalores de T e respectivos autoespaços; 


“Veja p.117, #31. 
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(d) TUM (A — 2). 


7.4.4 Desafios 
Autovalores e Autovetores 


Des 7.1: Considere u autovetor de A associado a À e v autovetor de AT associado a u com 
A Æ u. Prove que u é perpendicular a v. 


Des 7.2:Considere a,b,c,d e Z com a +b = c+d. Prove que | 5 | tem somente 


autovalores inteiros. 


à Q2 An 

à Q2 An 
Des 7.3: Encontre o espectro de A = A 

a a2 ... An 


Des 7.4: Seja T : R” — R”. Prove que det(T — AI) é um polinômio de grau n. 


Des 7.5: Considere uma matriz quadrada A diagonalizável. Prove que: 
(a) a soma dos autovalores de A é igual ao traço de A (a soma dos elementos da diagonal); 
(b) o produto dos autovalores de A é igual ao determinante de 4. 
Des 7.6: Mesmo que T não possua autovetores, T? pode possuir autovetores (por exemplo 
uma rotação de 90º). Mostre que se T? tem autovetor com autovalor positivo então T possui 
autovetor. 
Des 7.7: Mostre que: 
(a) duas matrizes simétricas n x n A e B comutam (AB = BA) se, e somente se, eles 
possuem um conjunto de n autovetores ortogonais simultâneos. 
(b)se À é autovalor de AB então também é autovalor de BA. 


Des 7.8:Seja A : R” > R’ com dimNuc(A — AT) = 4. Mostre que existe uma matriz P 


inversível 7 x 7 tal que PIAP = Alaga Baxs ; 
O C3x3 


Des 7.9: Considere T linear definido no espaço das matrizes 2 x 2 por TA = AT. Determine 
os autovalores e autoespaços de T. 


Des £ 10: Seja V o espaço vetorial das funções contínuas de R em R. Defina (T f)(x) = 


Jo f(s) ds. Prove que T não possui autovalores. Se tivesse, Tf = A derivando os dois 
lados, Af’ = f e portanto f seria uma exponencial mas como (T f)(0 = ds = 0, 
f=0. 


Diagonalização 


Des 7.11: A famosa sequência de Fibonacci, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., é dada pela lei de 
formação: um termo é a soma dos dois anteriores. Em termos matriciais, podemos escrever 


Ea] 


(a) Calcule a decomposição espectral de | ; z i 


(b) Explique como calcular o quinquagésimo segundo termo da série usando uma calcula- 
dora científica de 12 dígitos não programável. 
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(c) determine valor aproximado para £k+1. 
Des 7.12: Suponha N nilpotente (veja Definição [4.59] da p[132) isto é, N* = () para algum 
k € N. Prove que: 

(a) o único autovalor de N é zero; 

(b) se N £0, então N não é diagonalizável. 
Des 7.13: Suponha A diagonalizável. Prove que: 

(a) AT é diagonalizável; 

(b) se os autovalores são iguais a 1 em módulo então AT! = A; 
Des 7.14: Dado um autovalor A; chamamos de multiplicidade algébrica o número de vezes 
que o fator (À — ào) aparece no polinômio característico. Chamamos de multiplicidade 


geométrica a dimensão de Nuc(T — AI). Prove que A multiplicidade geométrica de um 
autovalor (dimensão do autoespaço) é menor ou igual a sua multiplicidade algébrica. 


Des 7.15: Seja T : V >V com dim(V) = 3. 

(a) Suponha que o único autovalor de T é ào. Prove que T é diagonalizável se, e somente 
se, T — Aol = 0 (isto é, T = ho); 

(b) Suponha que T possua dois autovalores distintos Ao e A;. Prove que T é diagonalizável 
se, e somente se, (T — AT — AI) = 0 
Des 7.16:Se A e B são diagonalizáveis e AB = BA então os autovetores de A são iguais 
aos autovetores de B 


Des 7.17: Prove que se A é 2x 2 e A = AT então A (teorema espectral para matrizes 2 x 2): 
(a) possui todos autovalores reais; 
(b) é diagonalizável. 
Des 7.18: Dada A definimos e4 = I + A + A?/2! +... A” /n! +... (esta soma infinita — 
chamamos de série — possui limite mas não vamos provar isso). 
(a) prove que se A é diagonalizável então e^ = Pe? P7} onde e? é diagonal com expo- 
nencial de cada elemento de D na diagonal; 


(b) calcule e4 para A = | E E | (Leon) 


(c) Se N é nilpotente então e™ é uma série finita que pode ser calculada. Calcule e™ para 
010 
N = É o eN =10 01 
0 0 0 
(d) prove que se À é autovalor de A então eò é autovalor de e4 
(e) prove que e^ é invertível se A é diagonalizável; 


(f) prove que se A é simétrica (A = AT) então e^ 


é simétrica e positivo definida. 
Des 7.19: Prove que se A E€ Moəx2 com det(A) = 1 e {Ae;, Aes! ortonormal então A 


representa uma rotação em R?. 


Des 7.20: Prove que se 4 E€ Msx3 é ortogonal e: 
(a) det A = 1, então A é rotação em torno de um eixo; (b) det(A) = —1, então A é 
uma rotação seguida de reflexão. 


Apêndice A 
Notação 


A.1 Básica 


Conjuntos numéricos: N,Z,Q,R,C. 
Vetores são usualmente denotados por u, v, w. Vetor nulo O. 
Escalares são denotados usualmente por r,s,tE R. 
Transformações lineares são usualmente denotadas por: T, P, R,S. 
Conjunto de elementos de x € R tal que z? — x = 0: {x € R| z? — z = 0}. 
Um conjunto de vetores: {v1, V2,..., Vn}. Uma lista de vetores: v1, V2,..., Vn. 
Entradas de um vetor em R”: (1,2,3). 


T: V > W 
Função T de V em W: T : V —> W. Também escrevemos 
v => 3v 
Sistemas lineares: l EUT : 
y—z=0 
A.2 Espaços 
Espaços vetoriais são usualmente denotados por: V, W, U. 
A soma direta de V e W: Ve W. 
Espaço gerado pelos vetores vi, V2,..., Vni (V1, V93,...,Vn). Também uso, no capítulo 
de produto interno, span {v1, V2, ..., Vn} para não confundir com produto interno. 


Espaço das Funções de R em R: F(R; R); de [0,1] em R: F([0, 1]; R). 
Espaço das Funções de R em R Contínuas: C(R; R). 
Espaço das Funções de R em R com n derivadas Contínuas: C” (R; R). 
Espaço dos polinômios de grau n: Ph. 

Espaço de todos os polinômios (qualquer grau): P. 

Espaço das TLs de V em W: L(V; W). 

Espaço das matrizes n x m: Mnxm. 


A.3 Bases e Coordenadas 


Bases são usualmente denotadas por: a, 8,y. Base canônica do R”: e. 
Coordenadas do vetor v na base 8: [v]. 
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Dada a transformação linear T : V — W, com 5 base de V e y base de W, a matriz 
que representa T é: [T] g. Caso seja mesma base do domínio e contradomínio, deixamos o 
segundo argumento em branco: [T];. 

Imagem de uma TL (ou matriz): Im(T). Núcleo de uma TL (ou matriz): Nuc(T). 


A.4 Matrizes 


Matrizes são usualmente denotadas por 4, B, M. 


Matriz genérica: 4 = E ; 
1 3 

Vetor coluna: | | els 
3 T 


Matriz e Transformação identidade: T. 

Posto: dim Im (A). Nulidade: v(A). Traço de uma matriz (ou TL): traço( A). Determi- 
nante de uma matriz (ou TL) det (A). 

Matriz por colunas: 


(a) com primeira coluna igual ao vetor vı e segunda igual ao vetor vo: | vı v2 
(b) com colunas v1,..., Vni | Vi © Vn 

= Up `> 
Matriz por linhas, com primeira linha igual ao vetor uf, bosh ul: 

—u, > 

a a 
f : : a b 
Matrizes diagonais: | b |. b a 
c 
d 


A.5 Produto Interno e Norma 


Produto interno: (v,u) = (v,u). Cuidado para não confundir com a notação de espaço 
gerado pelos vetores u e v: (u, v). Por isso uso no capítulo de produto interno span fu, v} 
para o espaço gerado. 

Norma: ||Aw]|| = |Alllw|). 

Vetor unitário: V. 


Apêndice B 


Respostas dos Exercicios 


B.1 Introdução à Álgebra 


Linear 


B.1.1 Exercícios de Fixação 


Fix 1.1: (a) reta 
(e) plano; ( 
Fix 1.2: (a) paralelos; (b) maior tamanho e mesmo 
sentido; (c) mesmo tamanho e sentido oposto; 
(d) maior tamanho e sentido oposto; (e) menor 
tamanho e sentido oposto; (b) maior tamanho e 
mesmo sentido; 

Fix 1.3: (a) (—5/2, 0). (b) (0, 5/3). 
Fix 1.4: (a) x = 3,y = t para t E R. 
ty=-1 paratER. 
Fix 1.5: Todos são CLs. 
0(0,2). (b) (1,0) = 
2(2,0) + 3(0, 2). 
Fix 1.6: (a) reta; (b) plano; (c) reta; (d) ponto; 
Fix 1.7: (a) não; (b) si 
Fix 1.8: (a) V; (b) F; 


: (b) ponto; (c) plano; (d) reta; 
f atos (g) reta; (h) reta. 


(a) (0,0) = 0(2,0) + 
5(2,0)+0(0,2). (c) )= 


( 
) 
) nã 
) 


B.1.2 Problemas 


Prob 1.1: (a) (x,y) = (t,2t+5) = (0,5)+t(1,2) 


ou (x,y) = ((8—5)/2,8) = (—5/2, 0)+s(1/2, 1); 
(b ) (x,y) = (t, —1) = (0, —1) + (1,0); 
Prob 1.2: (a) {x+2y+1 = 0} (b) {5y — 2z = 2} 
(c) {y = —3) (d) {x = 0} 
)r= 


Prob 1.3: (a 
tty =t t (e jaak y=t,z =Q; 
Prob 1.4: (a) x = 2—t, y = —3+5t, z = —1+2t; 
(b) z = —1,y = 2,z = t; (c) x = 0,y = 1— 
tz =t; 
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Prob 1.5: (a) {x + 2y + 1 = 0; z + 3y = 2} (b) 
{x = 2; y = —3} (c) {x = —5z—6; y = —6z—4} 
(d) {z = y;z = 0} 

Prob 1.6: (a) Tome s = z,t = y, £ = —y + z2 + 
2 = —t +s +2. Logo, (x,y,z) = (2,0,0) + 
s(1,0,1)+t(—1,1,0); (b) z =t, y=s,z=y 

s. Logo, (x,y,z) = 0+t(1,0,0) + s(0, 1,1). 
Prob 1.7: (a) z = xz + 3y — 2; (b) y = 1; (c) 
z=xg-— 1l-—?2y; (d) x=t; 

Prob 1.8: (a) Queremos determinar s,t,u € R 
tais que 

(1,2, D+s(1,0,1) = (2,0, 0)+Ł(2, 0, 2)+u(1, 0,0). 


Vamos obter o sistema 
| l+s=242t+u 


2=0 

l+s=2t 
(2 = 0!). Logo a interseção é vazia. 

(b) Como r(t) = (1,2,1) + t(1,0,1) = (1 + 
t,2,1+t), ez+z=0, 14t+4+14t=0=24% 
Logo t = —1 e o ponto de intereção é r(—1) = 
(1,2,1) + (—1)(1,0, 1) = (0, 2,0). 

(c) Como Ih(s,t) = (2,0,0) + s(2,0,2) + 
t(1,0,0) = (2+2s+t,0,2s) ex+z = 0, 2+2s + 
t+2s=0=4s41t+42, fixados € R, t= —2-4s, 
Logo a interseção é a reta (2,0,0) + s(2,0,2) + 
(—2 — 45)(1,0,0) = (2 + 2s — 2 — 45,0, 2s) = 
(—2s,0,2s) = s(—2,0,2). Pode escrever como 


, que não possui solução 


((=2, 0, 2)). 

Prob 1.9: (a) (1,0, 1)+t(—1, 1,0)+s(—2, 0, —1); 

(b) (1,3,2) + t(—2,—1,—1) + s(1,—1, p 

(—3,1,0) + t(4,0,-1) + s(1,—1, 1); 

Prob 1.10: (a) tome t = 0,1 e —1 por a e 

obtenha (1,2,0,0), (1,5/2, 1, —1), (1,3/2, —1, 1); 
); (c) não; (d) não pois (1, 4,3,2) g 


(b) sim (t = 


(e) sim pois (1,4, —4, 4) € r (t = —4) e 
(0, —2, —4, 4) é paralelo a (0, 1/2,1,—1). 
Prob 1.11: (a) Coloque s = 0,1 e t = 0,1 alter- 
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nadamente, obtendo 4 pontos: (1,1,2,0), 
(0,3,1,2), (2,2,3,1) e (1,4,2,3); (b) sim com 
t = 1,s = 2; (c) não; (d) não pois (1,1,3,3) É 
II. 


Prob 1.12: (a) (x,y,z,w) = (s — 3t + 2u + 
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[2,3] que terminaremos em (2, 0,0,0,0), fora do 
cubo. 


B.2 Sistemas Lineares 


4, S, t, u) = (4, 0, 0, 0)+s(1, 1, 0, 0)+(—3, 0, 1, 0)+ 


u(2,0,0,1); (b) note que x,y,w podem assu- 
mir qualquer valor. Logo colocando x = t,y = 
sw = k e u = m, temos que z = 3u +5 = 
3m + 5. Portanto (x,y, z,w,u) = (t,s,3m + 
5,k,m). Na forma fatorada, (x,y,z,w,u) = 
(0,0,5,0,0) + t(1,0,0,0,0) + s(0, 1,0,0, 0)+ 
m(0,0,3,0, 1) + k(0,0,0, 1,0). 

Prob 1.13: (a) sim pois um não é múltiplo do 
outro; 

(b) não pois —3(—1, 2, 1, —3) = (3, —6, —3, 9); 
(c) não pois, embora nenhum seja múltiplo de 
outro, (1,2) + (2,1) = (3,3); 

(d) não pois (0,0,0,0,0) = 0(1,2,3,4,5). 

Prob 1.14: (a) não pois não é múltiplo; (b) sim 
pois (—1,0,0) = (2,1,1) — (3,1,1); (c) não pois 
vai aparecer um sistema sem solução; (d) sim pois 
(a,b,c) = a(1,0,1) +5(0,1,0)+(c— a)(0,0,1); 
(e) não pois (2,1,2) não é múltiplo de (2, —1, 2). 


B.1.3 Extras 


Ext 1.1: (a) F; (b) V; 

Ext 1.2: (a) (x,y) = (3,t) = (3,0) +t(0,1) ou 
(x,y) = (3,25) = (3,0) + s(0,2). (b) z = —t+ 
l,y = t,z = t — 1/5; (c) y = rs 
1+2y = 1+2t. Logo (x,y,z) = (1,0,0) + 
t(1,2,0) + s(0,0, 1); (d) £ = t, y = s,z = (3t — 
5)/2; 

Ext 1.3: (a) reta; (b) plano; (c) plano; (d) plano; 
(e) ponto; (f) reta. 


B.1.4 Desafios 


Des 1.1: Estas ideias estão descritas num romance 
clássico da era vitoriana da Inglaterra do século 
XIX: “Flatland”; Edwin A. Abbott; Dover Pub. 

(a) C c R3 definido por C = {(z,y,0) € 
R3; |z| <1,|y| < 1}, um quadrado no plano xy 
em R°. 

(b) Defina c(t) = t(0,0,0,1) para t € [0,1] 
que sairemos do cubo numa direção perpendicu- 
lar. Depois c(t) = (0,0,0,1) + (t — 1)(2, 0,0,0) 
para t € [1,2] e 
c(t) = (2,0,0,1) + (t — 2)(0,0,0,—1) para t € 


B.2.1 Exercícios de Fixação 


Fix 2.1: (a) infinitas; (b) uma única; (c) nenhuma. 


Fix 2.2: Nunca alteram: (a), (d) e (e); podem 
alterar (b), (c) e (f). 

Fix 2.3: 2x + 3y = —2. 

Fix 2.4: (a) Nenhuma; (b) uma única. 

Fix 2.5: (a) C; (b) nenhuma solução; (c) ne- 
nhuma solução; (d) A. 

Fix 2.6: (a) œo; (b) 0; (c) 1; (d) 1; (e) 0. 

Fix 2.7: Basta que uma linha seja múltipla da 
outra. (a)é 2 —6; (b) nenhum valor de £ satisfaz. 


Fix 2.8: (a) falso. Pode ser, por exemplo, um 
sistema sem solução pois uma das equações res- 
tantes pode ser 0 = 1. (b) verdadeiro, a solução 
nula; (c) falso. 


Fix 2.9: (a) falso; (b) falso, pode ser sem solu- 
ção; (c) verdadeiro; (d) verdadeiro (pode possuir 
até 9); (e) falso, pode possuir equações que são 
combinações lineares de outras. 


Fix 2.10: (a) O sistema linear tem solução única; 


(b) O sistema linear é sem solução (conjunto- 
solução é vazio), pois há uma linha da forma 
[00 --- O |m]; (c) O sistema linear com in- 
finitas soluções. Há 3 variáveis e 2 pivôs, logo o 
número de variáveis livres é 3 — 2 = 1 variável 
livre. 

Fix 2.11: (a) interseção de hiperplanos; (b) 1; (c) 
2; (d) 4; 

Fix 2.12: (a) LO; (b) € (vi,..., Vn). 


Fix 2.13: S = vo + V com vo € S. 


B.2.2 Problemas 


Prob 2.1: (a) solução única: retas concorrentes 
em (2,1); (b) nenhuma solução: retas paralelas 
distintas; 


Prob 2.2: Existem várias possibilidades para cada 
item. 
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Prob 2.3: (a)(0x = 0; (b)Impossível, pois p < n; 


(60 +04 = (0 qo 2 q) 


=] 


pad) 
ww 
(e) 


istema sem solução. 
+ (0,2,1,0)s|r,s € R}; 


0,1)s|r,s E€ R}; 

F 3, 1,0,0)r|r € R}. 
atriz totalmente escalonada: 

O0 1 2 00/2 
| 000 10/1 

0 00 01,3 
lução, já que não há linha da forma [0 0 -.- 
A solução não é única: há duas variáveis livres, já 
que há cinco variáveis e só três pivôs, conj solu- 
ção: {(0,2,0, 1,3) + r(1, 0,0,0, 0)+ 
+s(0, —2, 1,0,0) r,s € R}. 
Prob 2.6: Por definição, sistemas equivalentes têm 
o mesmo conjunto solução. O conjunto é: 
{s(2,2,1,0,0) + t(24,7,0,1,0), s,t €R}; 
Fazendo, por exemplo, (s,t) = (0,0), (s,t) 


: O sistema linear tem so- 


(b) 


(0,1) e (s,t) = (1,0) obtemos as soluções: 
(1,3,0,0,9), (25,10,0,1,9) e (3,5,1,0,9). 
Prob 2.7: 
E a lr (—2)s 
(ay = 0 lr Os ; 
z = 0 Or ls 
Ter 
(b) y = r—-1 reR 
É o= 
Prob 2.8: (a) m Æ 4; (b)m = 4. 
Prob 2.9: (a) c= 0 ed #0; (b)c=0ed=0. 
Prob 2.10:a = 1,b = —1,c = 2. 


Prob 2.11: (a) CL das colunas: 
2(1,—2,0) — 1(0, 1,4) + 1(—1,3, —3) = 


(2, 4,0) f (0, 1, 4) f ( 1,3, 3) = (1, —2,—7); 
(1,0, —1) - (2, —1,1) 1 
(b) (—2,1,3) ` (2,—1,1) — —2 
(0,4, —3) - (2, —1,1) =y 


Prob 2.12: Portanto queremos combinar 1 vez a 
primeira coluna mais 1 vez a segunda menos 1 vez 
a terceira (usando definição de produto matriz- 
1 
vetor como CL das colunas): x = 1 
—1 


. Ele 


0|m]. 
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—1 —4 

não é único: x= | —1 | oux= | —4 | etc. 
1 4 


B.2.3 Extras 


Ext 2.1: (a) infinitas soluções: retas coinciden- 
tes; (b) sem solução: retas não se interceptam 
simultaneamente em um ponto. 


Ext 2.2: (a){x = 0; (b)(0x = 1; (c {z +y = 1; 


w 1 go =I 
of dera de (oa E8 
Ext 2.3:(c) a 2,b 4,c 29. 
Ext 2.5:a = 0. 

Ext 2.6: (a) 35; — bə — 4b3 = 0. (b) Não, pois 
3(3)— 5— 4(—1)=8 #0. 
1 aq a aj ailb 
1 a as aj as|bo 
Ext 2.7:| 1 as a? as ai E 
1 a4 a? a} aĝ | dA 
| 1 as a? a a$ bs a 


Ext 2.8: (a) y = 1; (b) y = 1/2; (c) O sistema 
não possui solução. 


B.2.4 Desafios 


Des 2.3:Seja r a razão da PG. Multiplicando a 
primeira linha por r” obtemos a segugdi linha. 
Multiplicando a primeira linha por r?°” obtemos 
a terceira linha. Assim após eliminação ficamos 
com somente a la linha. Podemos facilmente 
resolver o sistema. 


Des 2.4: São duas as possibilidades para a forma 
totalmente escalonada de um sistema homogêneo 
nxn. Uma é 


10 0/0 
01 0/0 
a ol 
[o ilo] 


A outra é que alguma linha zere durante o escalo- 
namento e seja assim descartada, de forma que o 
número de linhas após o escalonamento (p, igual 
ao número de pivôs) seja menor do que o número 
e variáveis n. 

Dado um sistema qualquer, consideremos o 
sistema homogêneo associado. 
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|. Se este se enquadrar no primeiro caso acima, 
a forma escalonada do sistema não-homogêneo 
original será, necessariamente, da forma 


10 O | x 
01 O | x 
a UP 
00 ° 1x 


Este sistema tem solução única. A solução (isto 
é, os valores das x's) depene do lado direito do 
sistema original, mas a existência e unicidade são 
garantidas para todo lado direito. Esta é a alter- 
nativa (a). 

Il. Se este se enquadrar no segundo caso, te- 
mos um sistema com solução (pois sistemas ho- 
mogêneos sempre o são) com p < n e portanto 
n — p variáveis livres. Isto implica em infinitas 
soluções. É a alternativa (b). 


B.3 Espaços Vetoriais 


B.3.1 Exercícios de Fixação 
Fix 3.1: (a) sim; (b) não; (c) sim; (d) não; (e) 
não; (f) não. 

Fix 3.2: (a) u é múltiplo de v; (b) nenhuma das 
alternativas. (c) não nulo. 

Fix 3.3: (C). 

Fix 3.4: Função identicamente nula. 

Fix 3.5: (a) sim; (b) não; (c) sim; 


Fix 3.6: base de W escalonando ... como linhas. 


Fix 3.7: (a) pode aumentar; (b) pode diminuir. 
Fix 3.8: (a) 1; Ri ) plano. 
Fix 3.9: (a) não; (b) não. (c) não; 


Fix 3.10: (a) no máximo (b) é LI; (c) pode ser 
LD; (d) não pertence. 


Fix 3.11:(a) no máximo (b) pode ser gerador; 
(c) é gerador; (d) pode pertencer. 


Fix 3.12:(a) 0 € W; (b) 6v2 — 5v3 € W; (c) 
dim W < n 


B.3.2 Problemas 
Subespaços do R” 


Prob 3.1: (a) não; (b) não; (c) sim; 
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Prob 3.2: (a) não; (b) não; 

Prob 3.3: (a) O; (b) R. 

Prob 3.4: (a) não; (b) sim. (c) sim. 

Prob 3.5: (a) Não. (b) Sim. (c) O único con- 


junto de um único demento que é LD é {0}. 
Prob 3.6: (a) Não. (b) Sim. (c) Não. (d) Um 
conjunto de dois elementos, {u, v} é LD se e só 
se um dos vetores é múltiplo do outro, isto é, 
u = av ou v = au, para algum a. Note que, no 
item a, O = 0(1,0,—2), mas (1,0, -2) £ a0 = 
0 Ya. 
Prob 3.7: (a) Sim 
Prob 3.8: (a) não é; 
não é; 
Prob 3.9: (a) Sistema (1 equação) já esta total- 
mente escalonado. Como é 1 equação, 4 variá- 
veis: 3 variáveis livres. Logo dimensão é 3. Como 
pivô é associado ao x, colocamos x como variá- 
vel dependente e y,z,w como livres. y = r,z = 
s, w =t, zt=-—-y+w=-r+t. 
Logo (x,y,z, w) = 
= r(—1,1,0,0)+s(0,0,1,0)+t(1,0,0,1). Base: 
£(=1,1,0,0), (0,0, 1,0), (1,0,0, 1)}. 
(b) Escalonando totalmente obtemos 

100 0/0 
| DG E, 
variáveis: 2 variáveis livres. Logo dimensão é 2. 
Como pivôs são associados a x e z, colocamos 
x, z como variáveis dependentes e y, w como li- 
vres. y = r, w = s, x = 0, z = w = s. Logo 
(x, y,z,w) = r(0,1,0,0) + s(0,0,1,1). Base: 
TO 1,0,0), (0,0,1, 1)}. 

(c) Sistema (2 equações) já esta totalmente 
escalonado. Como são 2 equações, 4 variáveis: 
2 variáveis livres. Logo dimensão é 2. Como 
pivôs são associados a y e w, colocamos y, w 
como variáveis dependentes e x,z como livres. 
L=>1,2=8,Y —3z —3s, w = 0. Logo 
(x,y,2,w) = 7(1,0,0,0) + s(0,—3, 1,0). Base: 
{(1,0,0,0), (0, —3, 1, 0)}. 

(d) reescrevendo equações paramétricas, 
(x,y,z, w) = r(1,0,2,1) + s(2,—1,1,0)+ 
+t(1, —2, —4, —3). Não podemos concluir que 
dimensão é 3! Temos que escalonar matriz (não 
precisa escalonar totalmente) com vetores em li- 
nhas para ver dimensão do espaço gerado: 


| Como são 2 equações, 4 


1 0 2 1 1 0 2 1 
2 — 1 0O|- 10 -1 -3 -2 
1 -2 —4 —3 0 0 0 0 


Portanto dimensão 2 e base 
or 0, 2, 1), (0, =i; —8, =2) 


B.3. ESPAÇOS VETORIAIS 


Prob 3.10: Para calcular a interseção basta re- 


zr+y-w=0 
solver o sistema (porque?) r+z-w=0. 
—z+w=0 


(x, y,z,w) = t(0,1,1,1). Assim uma base é 
{(0,1,1,1)}. 

Prob 3.11: (a) qualquer uma das três; (b) basta 
tomar o múltiplo de uma delas. por exemplo 2x — 


2y = 0. 


LI e LD: teóricos 


Prob 3.12:1(u-v)+HI(v—-w)+I(w—u) = 0 é 
uma combinação linear não-trivial que dá o vetor 
nulo. 

Prob 3.13: (a) se v = 5, ajv;, então 1v + 
X; (—ai)v; = 0 é uma combinação linear não- 
trivial dando o vetor nulo. 

(b) se DL s(—a;)v; = O é uma combina- 
ção linear não-trivial dando o vetor nulo, então 
Ovi + > o(—a;)v; = O também o é. Isto é, 
se {v2,..., Vn} não é LI, então (vi, V2,..., Vn} 
também não é. 

(c) se fosse verdadeiro, pelo item (a) teríamos 
que fvi,V2,...,Vn) é LD. 


Espaços de Polinômios e Funções 

Prob 3.14: (a) sim; (b) não; (c) não; (d) sim. 
Prob 3.15: (a) 1(1+2x)—(3/2)(1+2)+(1/2)(1— 
x) = 0; (b) 1 — sen? (x) — cos?(x) = 0. 

Prob 3.16: (a) LD; (b) LI; (c) LI. 

Prob 3.17:(a) se f’ = 0 então f é constante, 
isto é, f(x) = c para todo x. Logo, f = cg, 
dado que g(x) = 1 para todo z; 

(b) sabemos (do cálculo) que se f’ = f então 
f(x) = ce” para alguma constante c. Logo f = 
cg. 

Prob 3.18: (a) sim; (b) não; 
Prob 3.19: (a) 3; (b) 2 (c) 1 (d) 0. 


x 


B.3.3 Extras 

Subespaços do R” 

Ext 3.1: (a) sim; (b) LI para k # 1 e k £ —2. 
(c) não. 

Ext 3.6: 1º parte (se): assuma ad — be = 0. Se 
a = b = c = d = 0, então (a,b) e (c,d) são 
LD. Caso contrário, temos que vale uma das se- 
guintes alternativas: (i) (a,c) £ (0,0) e portanto 
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c(a, b) — a(c, d) = (ca — ac, bc — ad) = (0,0) 
combinação linear não-trivial dando zero ou (ii 
(bd) £ (0,0) e portanto d(a,b) — b(c, d) 
(da — be, db — bd) = (0,0) é combinação linear 
não-trivial dando zero. 

2º parte (somente se): assuma (a,b) e (c,d) 
LD. Temos que vale uma das seguintes alternati- 
vas: ()(a,b) = A(c,d), isto é, a = àc e b = àd, 
de forma que ad = Acd = bc e ad — bc = 0 ou 
(ii) (c,d) = A(a,b), isto é, c = Aa e d = Ab, de 
forma que bc = ab = ad e ad — be = 0. 


< D 


LI e LD: teóricos 


Ext 3.7: a1WwW1 + aswo + asws = aı(vı + vı) + 
ao(vi+vo)+Has(vi+v3) = (2ay +a2 +as)vi + 
asvo + &3V3 = 0, se, e somente se, 

2aı +a2 +Q3 = 0 

ag = 0 , se, e somente se, 

as = 0 
Q1 = ®2 = Q3 = 0. 
Ext 3.10: (a) Decorre trivialmente do resultado 
de que um conjunto é LD se e só se existe um 
vetor que é combinação linear dos demais. (b) 
Decorre trivialmente de (a). 


Ext 3.11: Lembre que um conjunto é LD se e só 
se existe um vetor que é combinação linear dos 
anteriores. No conjunto 5 = (vi, V2,..., Vn}, 
este não é o caso de nenhum dos n — 1 primeiros 
vetores, dado que eles formam um conjunto LI. 
Também não é o caso do n-ésimo vetor, por (b). 


Logo 8 = (vi, V2;,..., Vn} não é LD. 


Espaços de Funções ou Polinômios 


Ext 3.13: (a) sim; (b) sim; (c) não (basta notar 
que f(x) = 0 não pertence ao conjunto); (d) sim. 


Ext 3.14: (a) sim; (b) sim; 


B.3.4 Desafios 


Des 3.1: Suponha que existe v Æ 0 com v Ee V. 


Des 3.4: (c) tome uma base para HOK; estenda- 
a a base de H e estenda-a a base de K. 


Des 3.6: (a) Junte as bases de Wı e W2 e es- 
calone; (c) Determine base escalonada de Wi. 
(e) Determine sistemas homogêneos cuja solução 
seja Wi e W2. Junte as equações num sistema 
ampliado. 


224 


Ver Reginaldo Santos p. 178, 179. 


Des 3.7:(a) É claro que f(x) = O satisfaz à 


equação. Sejam fi e fo satisfazendo f(x) + 
p(x) fila) rala) fila) = 0 e fila) +p(x) fala) + 


q(x) falx) =0e a ER qualquer. Então (a fi + 
fo) (a) +p(x)(afi+ f2) (a) +ra(x)(afi+fo)(x) 
a(fi (s) + p(x)fi(a) + ala) fi(a)) + (oa) + 
p(z) fox) + a(x) fala:)) = 0 e portanto a fı + f2 
é também solução. 


Des 3.8: (c) f(x) = Mete) | Horst) 


B.4 Transformações Line- 
ares 


B.4.1 Exercícios de Fixação 


Fix 4.1: (a) não; (b) sim; (c) não; 
Fix 4.2: (a) colunas; (b) linhas; 
Fix 4.3: (a) | A | (b) E 
5 —4 | 241 ' 
(c) T(x,y,z) = (x — z, 32422): (d) T(x,y) = 
(—x + 8y). 
Fix 4.4: (a) T(x, y) = (0, y). (b) T(z, y,z) = 


(0, y, 0). (c) T(z, y, z) = (0, y, 2). 
A cos0 —senô 
Fix 4.5: (b) | oF coa | 


Fix 4.6: dim Im 4. 

Fix 4.7: (a) 0; (b) V; (c) V; (d) 0. 

Fix 4.8: (i) (C); (11) (A); (iii) (D); (iv) (C). 

Fix 4.9:(a) Núcleo é o plano perpendicular a 
(2,1,1), isto é, o plano 2x +y +z = 0. Ima- 
gem é a reta gerada por (2,1,1). (b) Núcleo é o 
O somente. Imagem é todo R$. (c) Núcleo é o 
vetor O somente. Imagem é todo RÌ. (d) Núcleo 
é a reta gerada por (1,0,0) (o eixo x). Imagem 
é o plano x = 0, gerado pelos eixos y e z. 

Fix 4.10: (a) r; (b) 0; (c) PP = P; (d) RR = 
I; (e) RP = P; (f) PR = P; (g) P” =P e 
R2k =]: R2t+ = R. 

Fix 4.11: (a) 7; (b) 4; (c) 2; 

Fix 4.12: (a) 2: (b) 5; 

Fix 4.13: (a) 2; (b) 0; 

Fix 4.14: (a) falsa; (b) verdadeira; (c) falso; (d) 
verdadeiro. (e) falso, dim(Nuc(T)) = 0. 


Fix 4.15: 3x — 4, 5. 
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Fix 4.16:n é dimensão do domínio e m do con- 
tradomínio. (a) Falso. Por exemplo, tome uma 
matriz m x n com todas as entradas iguais a 
0; (b) verdadeiro pois se a dimensão do domí- 
nio é maior do que a do contra-domínio então 
dim(Nuc(A)) > 0. 

Fix 4.17: (a) e (c) somente. 

Fix 4.18: 42 + AB + BA + Bº. 

Fix 4.19: (a) das colunas de A; (b) das linhas de 
B; (c) linhas de A por colunas de B 

Fix 4.20: (a) 0; (b) n. 

Fix 4.21: Todas falsas. 


B.4.2 Problemas 


Prob 4.1: Veja o efeito nos vetores da base canô- 
nica. 


(a) T(1,0) = (0, 1), T(0, 1) = —1,0). 
Logo T (x,y) = (~y, —2). (b) T(1,0,0) = (1,0,0), 
T(0,1,0) = a(o, 1,1), T(0,0,1) = 5(0,1,1). 
Assim, T(z, y, z) = Ze 2, y+z, y +z). (c) 
T(1,0,0) = 5(1,1,0), T(0,1,0) = 5(—1,1,0), 
T(0,0,1) = (0,0,1) 

Assim, T(x,y,2) = za — y, £r +y, zV2). 
Prob 4.2: (a) PQ = 0. (b) QP =0. (c) QR = 
—Q; (d) RQ = na 

Prob 4.3: (a) Não. (b) sim; (c) não. 

Prob 4.4: (a) Resolvendo o sistema 


1 —1 0 
0 -1 -1 
—1 1 0 


[0 11] 


0 
Em Es achamos o 
= 0 


[o] 


E 


núcleo. Escalonando totalmente a matriz obte- 

mos: . São 3 variáveis, 2 equações: 
011 

3 — 2 = 1 variável livre. Como a coluna sem 


pivô é a terceira, colocamos z como variável li- 
vre. São dependentes x e y. Colocando z = r, 
z = —z = =r e y = —z = —r. Logo, (x,y,z) = 
(—r,—=r,r) = r(—1,—1,1). Logo o núcleo tem 
dimensão 1 e base {(—1, —1, 1)}. 

Pelo TNI, dimensão da imagem é 3 — 1 = 
2. Para calcular a base montamos a matriz com 


T(ei),...,T(en) nas linhas: 
1 0 —1 0 
—1 —1 1 1 |. Escalonando (parcialmen- 
0 —1 0 1 


te, não precisa ser totalmente escalonada), 


B.4. TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


1 O —1 p 
0 —1 01 
são 2 e base ((1,0, 


. Logo a imagem tem dimen- 
=, 0), (0, =l, 0, 1)}. 


(b) Resolvendo o sistema 
1 —1 0 z 

2 o1||lyl= 
0 2 1 z 


cleo. Escalonando totalmente a matriz obtemos: 
1 0 1/2 


0 1 1/2 
2 = 1 variável livre. Como a coluna sem pivô é a 
terceira, colocamos z como variável livre. São de- 
pendentes x e y. Colocando z = r, x = —z/2 
—=r/2 e y = —z/2 = —r/2. Logo, (x,y,z) = 
(—r/2,—r/2,r) = r(—1/2,—1/2,1). Logo o nú- 
cleo tem dimensão 1 e base {(—1/2, —1/2,1)}. 


Pelo TNI, dimensão da imagem é 3 — 1 = 
2. Para calcular a base montamos a matriz com 


0 
O | achamos o nú- 
0 


. São 3 variáveis, 2 equações: 3 — 
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T(ei),...,T(en)naslinhas: | —1 0 2 |. Es- 
011 
calonando (parcialmente, não precisa ser total- 
mente escalonada) ads Logo a ima- 
'] O 2 2 


gem tem dimensão 2 e base {(1, 2,0), (0, 2, 2)}. 


(c) Resolvendo o sistema 


o 
l 
= 
o al, 
œ Q 
— 1 
(em) 
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0 0 1 —1 1 c | = | 0 | acha- 
1 0 4 —1 0 d 0 
e 
mos o núcleo. Escalonando totalmente a ma- 
triz obtemos: Foo D . São 5 va- 
0 0 1 —1 1 


riáveis, 2 equações: 5 — 2 = 3 variáveis livres. 
Como são colunas com pivô primeira e terceira, 
a e c são dependentes. São livres: b,d,e. Co- 
locando b = r,d = s,e = t, a = —3d + 4e = 
—s +t, c=d— e= s-t. Logo, (a,b,c,d, e) = 
(—3s + 4t, r, s— t, s, t) = r(0,1,0,0,0) + 
s(—3,0,1,1,0) + t(4,0,-—1,0,1). Logo o núcleo 
tem dimensão 3 e base 

{(0, 1,0,0,0), (3,0, 1, 1, 0), (4,0, 


—1,0,1)}. 


Pelo TNI, dimensão da imagem é 5 — 3 = 


2. Para calcular a base montamos a matriz com 
1 0 1 


0 0 0 
,T (en) nas linhas: 3 1 4 
O —1 =] 
| -1 1 0 | 
Escalonando (parcialmente, não precisa ser total- 
mente escalonada), 


T(ei), oa 
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I ; ; 

0 : . Logo a imagem tem dimensão 2 e 
base ((1,0,1),(0,1,1)). 

Prob 4.5: (a) Nuc = 0, com, dimensão 0, Im = 
((1,2,0, —1), (0,0,1, —2)), com dimensão 2. 

(b) Nuc = ((2,—1, 1,0), (0,0,0, 1)), com di- 


1 
1 
0, 


mensão 2. Im = ((1,0,-1),(0,1,1)) com di- 
mensão 2. 

(c) Nuc = ((1, —1,1)) com dimensão 1, Im = 
((1,0, 1,0), (0,2, —1 n com dimensão 2. 


(d) Nuc = ((1,0,1,0), (0,1,0, 1)) com di- 
mensão 2, Im = ((1,0,1),(0,1,1)) com dimen- 
são 2. 

Prob 4.6: (a) Nuc(T) = Im(T) = Pı. 

(b) Nuc(T) é o quo dos polinômios da forma 

(1-3)a(x), Im(T) = R.(c) Nuc(T) = 0, Im(T) = 
(x, x°, x3) (d) A imagem é C(R; a 

pois dado 9 E e R) defina h(x) = fo g( 

pelo teorema fundamental do o h€ as R) 
e T(h) = g. O núcleo são funções constantes. 


Prob 4.7: (a) Contradiz o Teo. do Núcleo e da 
Imagem (dimensão do núcleo só com a origem 
(= 0) mais dimensão da imagem (no máximo 
= 2) é menor do que a dimensão do espaço de 
partida (= 4) . Ou, mais intuitivamente, um es- 
paço de dimensão 4 está sendo levado pela TL 
num espaço de dimensão 2. A imagem portanto 
tem dimensão no máximo 2. Assim, é preciso que 
um subespaço de Rt de dimensão ao menos 2 seja 
levado (colapse) no O pela TL. 

(c) Para que a TL seja injetiva, seu núcleo 
deve ser trivial, ou seja, deve conter apenas o 0 
(de Rt). Nesse caso a dimensão do núcleo é 0 
(contém apenas um ponto). Mas na TL dada, 
o núcleo deve ter dimensão pelo menos 2 (vide 
resposta do item (a)). 

(e) Pelo Teorema do Núcleo e da Imagem, 
dim(Nuc(T)) + dim(Im(T)) = 7. Ora, como 
a soma de dois números iguais daria um número 
ímpar? Impossível. 

(g) Note que os vetores da base do núcleo 
são LI (e dim(N(T)) = 2), mas que os vetores 
(1,1,2) e (2,2,4) que geram a imagem são LD, e 
logo basta um deles para gerar o mesmo espaço 
(logo dim(Im(T)) = 1). Mas aí, novamente, não 
conseguiríamos satisfazer ao Teo. do Núcleo e da 
Imagem. Logo não é possível existir tal TL. 


Prob 4.8: (a) | E: e | 


(b) T(x,y,2,w) = (2x + 2y +z +w,x + 
y — z + 2w, 4x + 4y + z + 3w). Solução: Uma 
base do núcleo é (1,0, —1,—1) e (0,1, —1,—1). 


226 


Podemos completar esta base, por exemplo, com 
(0,0,1,0) e (0,0,0,1). Podemos agora deter- 
minar completamente T por T(1,0,-1,-1) = 
T(0,1,-1,-1) = 0, T(0,0,1,0) = (1,-1,1) e 
T(0,0,0,1) = (1,2,3). 

(c) T(z, y, z) = (0,0,—x — y + z,—xz — y + 
z) Solução: O núcleo é gerado por (1,0,1) e 
(0,1,1). A imagem é gerada por (0,0,1,1). Por- 
tanto, T (1,0,1) = T(0,1,1) = 0. Como (0,0,1) 
completa a base do R? (entre outras possibilida- 
des), colocamos T (0,0,1) = (0,0,1,1). Agora 
sabemos T' em três vetores da base de uma base 
do Rº. Portanto podemos determinar que 
T(x,y,2) = (0,0,-x y + 2). 
Prob 4.9: São lineares somente (a) e (c). 


y +z; =T 


Prob 4.10: Observe o seguinte: Caso 0 não fosse 
raíz de p, i.e., não houvesse a restrição p(0) = 
0 sobre os elementos de W, então o núcleo da 
transformação linear derivada primeira seria so- 
mente os polinômios constantes, da forma p(x) = 
a, com a € R. Mas polinômios dessa forma só 
satisfazem a restrição p(0) = 0 em W quando 
a = O (caso contrário teríamos p(0) = a, com 
a (e daí p não pertenceria a W), donde con- 
cluímos que o único polinômio levado no O pela 
TL derivada primeira é o polinômio nulo. Logo D 
é injetiva. 

Prob 4.11: Funções do primeiro grau: 
ax + b, ou seja Pi. 
Prob 4.12: (2, —1) e 


f=) = 


(—2,3). 


Prob 4.13:Veja como calcular com Maxima na 
Observação |a-14| da ps (a) E E f (b) 
1 1 —2 
1 
ij oO 
0 0 2 
1 0 1 
Prob 4.14:T = | 1 0 -1 |, 
0 1 0 
1/2 1/2 0 
Psp | = 0 01 
1/2 —1/2 0 
1 0 0 
Prob 4.15: (a) A1 = | -1/3 1/3 0 
0 —1/5 1/5 
1 0 
(b) u = | =1/3 | v = la | w= 
0 —1/5 
0 
0 


APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


Prob 4.16: (a) | f (b) | : E 


B 0 
EO o 
Prob 4.17:S al 0 4 
Prob 4.18: (a) Há infinitas respostas. Por exem- 


1 1 2 0 
plo B=]; ilec=l5 > |: (b) Neste 


caso AB = AC => ATAB=ATAC > 
B=C. 


B.4.3 Extras 


Extat: (e) A= | a 


—1 0 
to C = | r : | (projeção). (d) D = 


(reflexão). 


Ext 4.2: As únicas matrizes simultaneamente tri- 
angulares superiores e inferiores são as diagonais. 


Ext 4.3: | ; E | 

Ext 4.4: (a) nã O ORRE 

Ext 4.6: (a) 7; i )7 

Ext 4.7: (a) 4; (b) 5 

Ext 4.8: (a) 3; (b T 

Ext 4.9: (a) Núcleo=((1, —1,1)) com dimensão 


1, Imnagem=((1,0,0,0),(0,1,0,—1 
são 2. 

(b) Núcleo é z + z = 0 e y +z = 0, cuja 
dimensão é 1, gerado por (1,1,—1), imagem é 
((1,0, 2,3), (0,1, —2, —2)), dimensão 2. 

(c) Núcleo é o plano zw, y = z = 0, com di- 
mensão 2. Imagem é ((1,0,0,0), (0,0,0,1)) com 
dimensão 2. 


)) com dimen- 


1 
Ext 4.10: 2 

1 
Ext 4.11: (a) Coloque a matriz na forma esca- 
lonada (não precisa ser reduzida). Para que o 
posto seja 1, precisamos de apenas 1 pivot. Logo 
5— 2h = 0, ou h = 5. (b) Coloque a matriz 
na forma escalonada (não precisa ser reduzida). 
Para que o posto seja 2, precisamos de 2 pivôs. 
Logo 5 — 2h Æ 0, ou h € R, h £ 5. 
Ext 4.12: Sejam S,T TLs injetivas. Então se 
STv = STw, como S é injetiva, Tv = Tw. 
Como T é injetiva, v = w. 
Ext 4.13: (a) T(0) = T(0 + (—1)0) = T(0) + 
(—1)T(0) = T(0) — T(0) = O (usamos somente 
a linearidade de T). 


B.4. TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


(c) Contém o 0, e está fechado pela soma 
e multiplicação por escalar: Considere v e ô em 
N(T) (ou seja: T(v)=0e T(d)=0), ea eR. 
Então T (u +a) = T(v)+aT(d) = 0+a0 = 0. 
Logo N(T) é subespaço vetorial. 

(d) Vamos usar que, se T é injetiva, o único 
elemento do núcleo é o 0. Suponha, por exemplo, 
que T'(v;) = AT(v;), com i Æ j. Então T'(v;) — 
AT(v;) = 0. Usando a linearidade de T, temos 
que T(v;—Av;) = 0. Agora, usando a injetividade 
de T, concluímos que (v;— Avj) = 0, ou v; = Av;. 
Contradição, pois por hipótese os v;'s eram LI. 

(d) (solução alternativa) Seja (vi,..., Vp} 
LI. Considere a sua imagem por T, 

{T (v1), +++, T(vp)). Para discutir a independên- 
cia linear deste conjunto, devemos verificar quando 
> aiT (v:) = 0. Mas, por linearidade, 

E aiT (vi) =T (Si QiVi) e T(0) = 0. Da 
injetividade de T, segue que SL jajv; = 0,0 
que, pela independência dos v; s, implica em a;'s 
todos nulos. Mas isto garante a independência de 
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001 

Ext 4.21:T= | 0 1 11, 
1 1 1 

0 —1 1 

fes oa | -1 10 

E 

1 00 
Ext 422:4” =| | ” 
RS TO i 
1 1 

Ext 423: P = | 4 Ea 


Ext 4.24: (a) sim; (b) sim; (c) sim. 

Defina A;; a matriz que todas entradas são 
zero menos aj; = 1. 

Para matriz 2x 2: Base de triangular superior: 
A11, A12, A22. Base de diagonal: A11, Avo. Base 
de simétrica: A11, Ajo + A21, Ago. Qij = 1. 

Para matriz 3x3: Base de triangular superior: 
A11, Aro, A13, A22, A23, Aga. Base de diagonal: 
Ar, Ao», A33. Base de simétrica: A11, A12 + 
Ao, A13 + Asi, A22, Aos + Ago, Ass. 


(T(vo), cs T(vp)}. Ex | 1 0 0 | 
a t 4.25: Defina A11 = , 
(e) Seja 8 = fvi,..., Vn} base de V. Então, (a) E [04020 
pelo exercício anterior, T(5) = (T(vi),--- »P(vn)t A |010 Eu 0 0 1 
é um conjunto LI. Mas um conjunto de n vetores o 0 0p 25 00 0f 
LI em um espaço de dimensão n é uma base. 000 000 
ses são li An=)i 00[“2=|010/ 
Ext 4.14: Todas as operações são lineares. 
Ext 4.15: Como T(ap-+q)(x) = z(ap(x)+q(x)) = Aos = | : ; i 
axp(x) + zq(x) = (aT (p) + T(q))(x), concluí- 5 ; 
mos que é linear. Então (411, A12, A413421, A22, A23} é base pois 
Se T(p) = T'(q) então T(p)(a) = p(z) = EE 
T(q)(x) = xq(x) para todo x. Logo p(x) = q(x) | i. asa as | = aqi Ay + @a12A12+ 


para todo x diferente de zero. Como polinômios 
são funções contínuas, p(x) = q(x) para todos x 
(incluindo o zero) e portanto p = q. Concluímos 
que é injetiva. 
Ext 4.16: tabacckludge 'E linear somente (a). 
Ext 4.17:(a) T não é, S é. (b) Nuc(S) = 
S é sobrejetiva: de fato, dado h defina f(x) 
h(x — De S(f)(£x) = h(x +1 — 1) = h(x). 
Ext 4.18: ((T o S)(F)) =) = (T(S) @) = 
(S(r +2) = f((2xz + 2)/2— 1) = . 
Yz,Yf. Isto implica que (T o S)(f) = f, V 
que implica que, To S =T. 

De forma análoga, mostra-se que So T = T. 


Ext 4.20: (a) | e E: | 
1 -1 1 
(b) | -1 1 1 
wo a=] 


+a13413 + a21 Agi + a22 499 + a23 498. 


A dimensão é 6. 

(b) Defina Axı = (aij) uma matriz com zeros 
em todas as entradas menos ay; = 1 (veja item 
(a)). O conjunto (4; I<k<m; I<Il<n) 
é base de Mmxn e a dimensão é mn. 
( 


Ext 4.26: (a) Nuc(T) = (0) e Im(T) 
b) T é bijetiva (injetiva e sobrejetiva). 


5 Mazns 


Ext 4.28: (b) k = 3; (c) k = n + 1; (d) Basta 
fazer a conta (T — N)\(I +N +N? +N? +--+ 
NEED = IN +N? +N?’ +- NEI N(I+ 
N+N?+N? + ANS = IANN? +N’ + 


i NE! N N? Nº N” NE z 
I-N*. Como Nº=0,(I-N)J+N+N?º+4 
NS +. ND =T 
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Coordenadas Ext 4.43: (a) | k : | (b) | : : | 
Ext 4.30: (a) v = 4(1,-1,0) + 3(0,1,-—1) 4 0100 
$ A 0000 
2(0,0,1); (b) v= | -1 |i()lvla=|3: (lo 011 
=A 2 0001 
(d) [w], = | 5 | Ext AR p= 1, T(p)\(x) = pz +1)=1e 
5 
p= | 0 | , se p = x, T(p)=p(x+1)=2z+1 
Ext 4.31: | e | 0 
1 1 
4 e [z+1] = | 1 |, se p= x°, T(p)(x) = p(z + 
2 0 
Ext 4.32: 
já 2 1) = (x +1)? = 1? +22 + 1 e |z? + 2z + 1]; = 
1 1 E t i 
Ext 4.33: Falsa. 2 |. Logo [T]e= | 0 1 2j. 
Ext 4.34: Temos que resolver o sistema (0,5, 1) = l A 
a(1,1,1) + b(—1, 1,0) + e(1,0,-1). Resolvendo : = [069 
obtemos que (a,b,c) = (2,3,1). Exte: (o) Maca 11 4 
z (b) Maes = Mey 
Logo, [vlg = : (c) Basta verificar que 
2 -1 
Ext 4.35: (b) Prove que qualquer polinômio p(x) = | -11/2 3 | Hera =T. 


ax? + ba + c pode se expresso como combinação 


1 0 1 
PE slementos UE Ext 4.47: (a) [1]. = | 0 1 —1 | cuain 
i 0-1 0 
Ext 4.36: (a) [g] = | 1 |; (b) [p] = | 1 |; RR 
| 11 versa é [a =| 0 0 1 (b) [v] = 
4 0 -1 -1 
Ext 4.37: [flo = | É | pois f = 460 + 361 + l E 
5 0 o w= | 1 |; 
2 = = 
5po + 243. 110 
(d) [T]=|0 1 1 
Mudança de Base 0 Bd 
TE 4 Ext 4.48: (a) A resposta não é única. Por exem- 
Be aa eso | 0 1 | plo, u = | o] ev= | -3 | (b) Um näo é 
1 1 —1 


múltiplo do outro, portanto são dois vetores LI 
Ext 4.40:A base 5 são as colunas da matriz 2 0 
em R2, (c) 


Hlg = = Ueroa g: 0 —1 


1 -1 0 Ext 4.49: Para ambos itens, a matriz identidade. 
Como [I] a = | 1 1 —1 | obtemos que 
1 1 1 E 
b = {(—1,3,3), 1, —1,—1), (—1,0,2)}. Ext 4.50: | 1 1/2 | 
—1 4 
1 ma Ext 4.51: o A 
Ext 4.42:| 1 —1 0 
0 01 Ext 4.52:Se p = 1, Sol) = zp(x) = x1 = x 


B.5. PRODUTO INTERNO 


0 
e [z] = | 1 |, se p = x, S(p)\(£) = zp(z) = 
0 
0 
zz = g?’ e [7] = | 0 |. Logo, [Saca = 
1 


B.4.4 Desafios 


Des 4.4: (b) note que traço de AB é igual ao 
traço de BA. logo, traço de AB — BA é zero e 
traço de Tén. 


Des 4.5: Use o Teorema do Núcleo-Imagem duas 
vezes. 


Des 4.6: BA? = 
e A7! = BA. 
Des 4.10: (a) Note que T(I) = IB — BI = 
B — B = 0, independentemente de B. Logo, 1 € 
Nuc(T). (b) 1º parte (se): suponha que B possui 
inversa. Seja A € Nuc(S). Então S(A) = BA = 
0. Multiplicando-se por B7} dos dois lados, A = 
B-tBA = B710 = 0. Logo Nuc(S) = {0}. 2? 
parte (somente se): suponha que B não possui 
inversa. Logo existe 0 Æ v € R” tal que Bv = 0. 
Seja A = [v---v]. Então S(A) = BA = 0 e 
0 + A € Nuc(S). 
Des 4.11: (a) Defina Ty, To : R? > R por: 
Tı (x,y) = x e To(x,y) = y. Verifique que são 
Lis. Dada T qualquer defina a = T(e1),b = 
T(e2). Então T(x,y) = zT(e1) + yT (e2) 
aTı (x,y) + bTo(x,y). Logo T = aTı + bT. A 
dimensão deste espaço é 2. 

(b) Defina Ti, Po, T21, Too E R2 > R por: 
Tu(x,y) = (x, 0), Ti2(z,y) = (0, x), 
Ta(x,y) = (y, 0), Toa(x,y) = (0, y). Verifique 
que são Lis. Dada T qualquer defina (a,b) = 
T(ei), (c, d) = T (e2). Então 
T(z, y) = £T (e1)+yT (e2) = z(a, b) + y(c,d) = 
a(x,0) + b(0, x) + c(y,0) + d(0,y) = 
aTu(x,y) +bTo(x,y) + cTor (x£, y) + dTo(x,y). 
Logo T = aTiı +bTio + cha +dTo2. A dimensão 
deste espaço é 4. 
Des 4.12: (a) Como dim L(R?; R?) = 4, o con- 
junto {I, T, T?, T3, T4}, que possui 5 elementos, 
é LD. Portanto existe uma combinação linear não- 
trivial deles que vale O. 

(b) Generalizando o argumento anterior, como 
dim L(R”; R”) = n?, o conjunto 


(BA)A = I, logo A é invertível 
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2 E 
(LT,T2,...,T"), que possui n? + 1 elemen- 
tos, é LD. Portanto existe uma combinação linear 
não-trivial deles que vale O. 


Des 4.14: Sejam (u,,u»,...,un) base de U e 
(vi, vo,...,VYm! base de V. Pelo Lema [4.4] da 
ppa] para definir Ti; E L(U; V) basta definir va- 
lores nos elementos da base de U. Assim defini- 
vj; para i= k; 

0; caso contrário 
T(uk) E€ V e {v1, V2,..., Vm} é base de V, exis- 


= akjVj. Agora 
j=1 


defina SE L(U; V) por S = du isTy Agora, 


a 4 UijTo ij (Ug) -3 ie = T(u,) 


para todo já Como S e T são lineares e assu- 
mem mesmo valor nos elementos da base, S = T. 
Logo (Lj i = 1,...,n, j = 1,..., m} gera o 
espaço L(U; V). Pode-se provar que Ti; é LI no 
espaço das TLs. Como são nm Tijs, a dimensão 
e nm. 


mos Ti; (uk) = Como 


tem ax; E R tais que T(ux) 


B.5 Produto Interno 


B.5.1 Exercícios de Fixação 


Fix 5.1: (a) v5; (b) 1; (c) v23. 

Fix 5.2: (a) Falso, pois os vetores podem não 
ser unitários; (b) verdadeiro, basta dividir pela 
norma; (c) verdadeiro; (d) verdadeiro; (e) falso, 


lavil = Allvl 
Fix 5.3: (a) H+; (b) H; (c) 1. 

Fix 5.4: (a) T = 0; (b) T = I; (c) T = —I 

Fix 5.5: (a) T? = T; (b) T? =T. 

Fix 5.6:9. 

Fix 5.7: (a) y = 0; (b) y = —zx; (c) plano zz; 
(d) eixo x. 

Fix 5.8: (E). 

Fix 5.9: d(Az,b) < d( Ax, b) para todo x. 

Fix 5.10: (a) P(x,y,2) = (0, y, 0); 

(b) P(x,y,2) = (2, y, 0); 


(c) P(x,y, z) = (x, =y, z); 


B.5.2 Problemas 
Prob 5.1: (a) Não. (b) Sim. 


123 .ago.2012 22h 


230 
4 23 
Prob 5.2: dy =el = 3/10 
= 2 


Prob 5.3: (a) (2, 3); (b) (1, —1, 1); (c) S+ = 
((5, 1, —8)) (d) Definindo-se 


00 0 
E 1 2 
A=] -2 1 2|, 
1 0 -3 
[52 -] 


temos Im(A) = H e portanto H+ = (Im(A))+ = 
Nuc(AT). Uma base para este espaço é 


Ee 


ol, ıl, o0 
0 0 a 
0 0 1 


Prob 5.4: (a) P(x,y, z, w) = 
= (x — z)/2(1, 0, —1, 0) = (x — z, 0, z — 
x, 0)/2. (b) por ser projeção, P1% = P. 
, 4/5 —2/5 

Prob 5.5: (a) | “oi 14 || 

(b) T(x,y,2) = ((x+2)/2,y, (2+2)/2). Sol: 
Como o plano é gerado por (1,0,1) e (0,1,0) e a 
direção (1,0, —1) é perpendicular ao plano, pode- 
mos dizer que T(1,0,1) = (1,0,1) e T(0,1,0) = 
(0,1,0). Também T(1,0,—1) = 0. Como sabe- 
mos T em três vetores LIs, podemos calcular T. 


Prob 5.6: Como (0, 1,0) é perpendicular a (1,0,1), 


o eixo de rotação, basta calcular o ângulo entre 
(0,1,0) e (—-1/2,0, 1/42). Como o produto 
escalar é igual a zero, a rotação é de 90º. 

Prob 5.7: Vamos determinar m do sistema: 


8m = 4 
lm = 9 
24m = 13 
32m = 17 
40m = 20 


PES suo lien obtemos: 
4,9,13,17,20),(8,16,24,32,40 
((8,16,24,32,40),(8,16,24,32,40)) ` (8, 16, 24, 32,40) 


1832 
= —— : (8, 16, 24, 32, 40 
3520 C aa sa) 


ema 0.52. 


4 
3 
Prob 5.8: 3 
—2 
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Prob 5.9: 
1 = 
talo 7| 1ļ_|-3 
3] —3 3 0] | -2 
1 —1 3 
Prob 5.10: (a) 
1 [a : 
—3 | +t 1 |,tER p; (b) 
5 
0 1 5 


B.5.3 Extras 
Ext 5.1: (d) o plano 2x — y + 3z = 0; 


Be Bo o a O | ro 
| E E | (d) Ji E À (e) projeção 
eli 1 | a rotação e XP || =] |, com 


0 0 
2 
pondo obtemos Ea | 1 |; 


1 
1001 
0000 

1 

(f) 3 0000 

1 001 


(g) O plano perpendicular ao eixo de rotação 
éx+y+z=0. Tomamos uma base ortonor- 
mal deste plano: {zL 0, Sia —2, 1)} 
Completamos esta base com 1/v3(1, 1, 1) para 
obter base ortonormal de Rº. Definimos 8 = 


Lad O = el, 27) a 1,1) 
Nesta base a rotação será: 
v2/2 -V2/2 0 
[T] = | 2/2 2/20 
0 01 


A matriz [1].. g é igual as colocar os veto- 
res de 5 em colunas. A inversa desta matriz é 
[Elas que pode ser obtida transpondo a matriz 
anterior pois ela é ortogonal. Com isto podemos 
calcular Th = [Doc glToe all] Deixe so- 
mente indicado. 
Ext 5.4:Se u € H e v € H-, então (u,v) = 0. 
Se w € HN HŁ, então w € H e w € H+, de 
forma que (w, w) = ||w]|? = 0. 
Ext 5.7: (a) (—3,5); (b) (3,5); (c) ((3,5)); (d) 
0; 
Ext 5.10: (a) y = 
(b) 


ee B Bee 


4 9 


B.6. DETERMINANTES 


NOR eee Pe e 


(25 

—— 
ae als al So 

===) 


Ext 5.11:a = 0,960 e b = 0,100. 
Ext 5.12: y = 19/20x + 67/40. 
5/2 
-3/2 
2 
Ext 5.14: (a) 1/4; (b) 1/6; (c) v3/3. 


Ext 5.13: [v]; = | 


B.b.4 Desafios 


Des 5.8: Queremos minimizar a distância d(p, 0). 
Logo p(x) = 0. 


B.6 Determinantes 


B.6.1 Exercícios de Fixação 


Fix 6.1: (a) V: (b) F, pode ser uma múltipla da 
outra; (c) F, pa ) = — det(A). 

Fix 6.2: (a) —2; (b) —1/2; (c) —32. 

Fix 6.3: (a) pode ser = (se A = B = 0) ou # 
(se A = B = T); (b) =; (c)-30 

Fix 6.4: (a) 0; (b) 4!. 

Fix 6.5: (a) 14; (b) 21; (c) —7; (d) 56. 

Fix 6.6: (a) uma única solução; (b) uma única 
solução; (c) nenhuma ou infinitas soluções; (d) 


infinitas soluções; 


Fix 6.7: (a) múltiplo de; (b) pertence ao plano 
gerado por v e w; (c) LDs; (d) LDs. 


Fix 6.8: (a) Æ 0; (b) = 0; (c) # 0. 

Fix 6.9: (a) Æ 0; (b) = 0; (c) 4; (d) < 4. 

Fix 6.10: v é solução não-trivial de (A — AI)x = 
O. Logo, det(A — AI) = 0. 


Versão 23.agosto.2012 22h 


231 
B.6.2 Problemas 
Prob 6.1: (a) —16; (b) 12 
Prob 6.2: det(4) — (—4) = det(B) = —36. 


Logo, det(A) = 9. 

Prob 6.3: (a) —1 e 6; (b) usando matriz em blo- 
cos, 1,2,3. 

Prob 6.4: 4r. 

Prob 6.5: (a) (9 — 8)(14 — 1) = 
8)(—1) = —1. 

Prob 6.6: 62. 

Prob 6.7: —1. 


Prob 6.8: (a) Troque lı com l4 e l2 com l3. Agora 
a matriz resultante é diagonal e o determinante 
é o mesmo que de M pois foram duas trocas. 
Assim o determinante é o produto dos elementos 
da diagonal da nova matriz: abcd. (b) (—1)0+D. 


13; (b) (9— 


Prob 6.9: (a) A”; (b) à” det(A). 

Prob 6.10: (a) Calcule AAT! e verifique que o 
resultado é J. (b) O fator 1/(ad — bc) sai do 
determinante como 1/(ad — bc)? pois A é 2 x 2, 
obtendo o resultado correto: det(A-!) = (ad — 
be) /(ad — be)? = ad — be. 

Prob 6.11: (a) Mostrar que 2 não é suficiente é 
fácil. Para mostrar que é 3 coloque-os na mesma 
linha ou coluna. (b) n. 


B.6.3 Extras 


Ext 6.1: (a) —3 - 2”; (b) —3 - 3”; (c) (— 
Ext 6.2: (a) 2; (b) 2; (c) A = à2 = 0. 
Ext 6.3: (a) não possui; (b) nada podemos afir- 
mar. 


Ext 6.4:Não. Para preservar área, basta que 
detT = 1. Considere T(x, y) = (x/2, 2y). Em- 
bora det T = 1, comprimentos na direção x são 
reduzidos à metade, na direção y duplicados. 


3)5/3"; 


Ext 6.5: Calculando o módulo do determinante 
da matriz que em cada coluna tem os vetores 


(—1,2,2), (2,—1,2) e (2,2,-1) obtemos que o 
volume é 27. 
101 

Ext 6.6:7 = 2 1 3 |. Como C é um 

-1 0 1 
cubo de aresta 3, vol(C) = 3º = 27. Logo, 
vo(T(C)) = det(T)vol(C) = (2)(27) = 54. 
Ext 6.7: T(x,y,2) = (ax,by,cz) e 


B = {(z,y,z2) E R3; z? +y? +2? < 1}. Logo 
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vol(E) = vol(T(B)) = det(T)vol(B) = 
= (abc)(4/37). 

Ext 6.8: (a) 84. (b) —14. 


Ext 6.9: (a) 2 e 5; 

Ext 6.10:Se x = det(A) então z? = x; raízes 
são O ou 1. 

Ext 6.11: Calculando o determinante dos dois la- 
dos concluímos que A é invertível. Multiplicando 
os dois lados por 4”! concluímos que B = A. 
Dai segue o resultado. 

Ext 6.12:Se z = det(A) então x" = 1; raíz 1 se 
k par, 1 e —1 se k ímpar. 

Ext 6.13: (a) Como n = 3, det(—I) = —1 e 
det(A?) = det(—I) = —1 = det(A)?. Logo 
det(A) = +i, o que é impossível para uma matriz 
com entradas reais. (b) basta fazer a conta. 

Ext 6.14: (a) Se x = det(S) então z = (—1)"x; 
se n é ímpar obtemos x = —x, o que implica 


RU À (o) 5 | 9 o | com b# 0, det — 


—b 0 
b? £0. 
Ext 6.15:Se z = det(N) então x” = 0; raíz 0. 
Logo det(N) = 0, o que implica que N não é 
invertível. 
Ext 6.16:Se x = det(Q) então xz? = 1; raízes 
são 1 ou —l1. 


Ext 6.19: Troque as linhas de cima com a de- 
baixo. O determinante é o mesmo a menos de 
sinal. Como todas são do mesmo tamanho, o si- 


nal final é o mesmo. A matriz agora será bloco 


triangular da forma | p com determinante 
X I 

igual a det(A). 

Ext 6.20: Como det(AB) = det(A)det(B) = 

det(B) det(A) = det(BA). 

Ext 6.21: det(4) = det(P) AD ) det(P e 

det(D) pois det(P)det(P71) = det(PP7}) = 

o 1. Como D é diagonal, det(D) 

RE ipioçito dos ento da diagonal). 

ei k) = (dettA))P = (nf: 

Ext 6.22: (a) de forma geral não; (b) sim; (c) 

sim. 

Ext 6.23: Sim, pois se 

det(AB) = det(A) det(B) # 0 então det(A) £ 

0, o que implica que A é invertível. 


Como 


Ext 6.24: Troque as linhas até obter matriz trian- 

gular superior. A primeira linha terá an, ..., a úl- 

tima linha a1. Como troca de linha altera somente 
n 


= J [oil 
i=1 


o sinal do determinante, |det M| 


APÊNDICE B. RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS 


Ext 6.25: (a) Subtraia a primeira linha das outras 
e reduza a determinante 2 x 2. Considere v = 
(x,y) O determinante é zero se, e somente se, 
os vetores vı — v e vs — v são colineares. (b) 
Semelhante a letra (a), o determinante é zero se, 
e somente se, os vetores v1 — V, V2 — V e vs —u 
são coplanares. 


Ext 6.26: (a) Subtraia linhas e reduza a determi- 
nante 2 x 2: 


B.6.4 Desafios 


Des 6.6: Aplicando a algoritmo de cálculo com 
eliminação de Gauss, somente racionais entrarão 
em cada etapa, inclusive na final, no produto de 
elementos da diagonal. 


Des 6.7: Cada coluna é um vetor cujo máximo da 
norma é vk? +--+ k? = kyn. O máximo vo- 


lume é o produto do comprimento de cada aresta. 


B.7  Autovalores, Autove- 


tores e Diagonaliza- 
ção 
B.7.1 Exercícios de Fixação 


Autovalores e Autovetores 


Fix 7.1: (a) 2; (b) 3. (c) não é; 


Fix 7.2: (a) Falso pois para ser autovalor o auto- 
vetor tem que ser não-nulo; (b) Falso pois auto- 
vetor tem que ser não-nulo. 


Fix 7.3: (a) Falso, rotações em R?. (b) Verda- 
deiro, autovalor 0. (c) Verdadeiro, pois como 0 
não é autovalor a matriz A é invertível. 


Fix 7.4:9. 


Fix 7.5:(a) = 0; (b) = 0; (c) > 0; 

Fix 7.6: é. 

Fix 7.7: (a) talvez; (b) sim. 

Fix 7.8: (a) R, P; (b) R; (c) P; (d) U. 

Fix 7.9: (a) 0; A ) todos os vetores não-nulos. 
Fix 7.10: (a) 3; (b) 0; (c) 1. 
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Diagonalização 


Fix 7.11: (a) verdadeiro. (b) falso, pode ser dia- 
gonalizável; Um exemplo com somente um auto- 
valor é a matriz identidade, cujo único autovalor 
é 1 e é diagonalizável. 

Fix 7.12: não é. 

Fix 7.13: (a) —1, 1, 2; (b) pode ser diagonalizada; 
distintos; formam uma base. 


B.7.2 Problemas 
Autovalores e Autovetores 


Prob 7.1: (a) sim; (b) não; (c) não; (d) sim; 


Prob 7.2: (a) Não; (b) Sim com autovalor O (zero). 


—1 a —1 
Prob 73:(| 3 | é uma base. | 3 | 
1 
—3 


distintos. 


1 
| e | = | por exemplo, são autovetores 


Prob 7.4: (a) autovalor —5 com autoespaço 
((—1,1)) e autovalor 9 com autoespaço ((1,1)). 
(b) autovalor 3 com autoespaço ((1,0,0)), auto- 
valor 2 com autoespaço ((0, —2,1)), e autovalor 
1 com autoespaço ((0, —1,1)). (c) autovalor 1 
com autoespaço ((1,0,0,—1)) e autovalor O com 
autoespaço ((0,1,0,0)). 

Prob 7.5: (a) autovalor 3 com autoespaço ((1,0)); 
(b) autovalor —1 com autoespaço ((1,0,0)), au- 
tovalor 1 com autoespaço ((1,0,1),(0,1,-—1)). 


Prob 7.6: 


0 —-2 6 —1 0 
l segi | ä | e 0 —-2 h 010 
= 0 0 0 410 
0 0 0 —410 
0 1 —3 010 
~ 0 0 h—6 010 
0 0 O 110 
0 1-3 0/0 

Co a [o an 

O 1000 
(seh£6) ~ |0010 | 

0 00 110 

Autoespaço bidimensional <> duas variáveis 


livres & h=6. 


Prob 7.7: Autovetor v com autovalor: (a) AZ; 
(b) 1/A; De fato, seja v £ O autovetor as- 
sociado ao autovalor À. Então Av = Av. Como 
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A é invertível, podemos multiplicar à esquerda 
por AT! ambos os lados da equação, produzindo 
ATIAv = v = Ary = dA 'y. Como À #0 
(pois a matriz é invertível), podemos dividir tudo 
por À e obter A™tv = Aly. 


(c) uà; 

(d) au + bà; 

Prob 7.8: (a) Como T(1,—2) = —1/2(1,—2) = 
(—1/2,1) e T(0, 1) = 2(0, 1) = (0, 2). 

Como (1,0) = (1,—2) + 2(0,1), T(1,0) = 
(—1/2,5). Portanto, [T], = | “a | Logo 
T(x, y) = (—x/2,5x + 2y) 

(b) T(1,—1,1) = 3(1,—1,1), T(1,0,1) = 


3(1,0,1) e T(0,1,1) = O. Desenvolvendo estes 
dados obtemos que T(x,y,z) = 31,3% + 3y — 
3z, 3x). 


Prob 7.9: (a) como o núcleo é uma reta, O é au- 
tovalor também, resultando em três autovalores 
distintos, o que é impossível em dimensão 2; 

(b) pelo teorema do núcleo-imagem T deve 
ser injetiva também, implicando que 0 não pode 
ser autovalor; 


(c) como (5,7,9) = (1,2,3) + (4,5,6), 
T(5,7,9) = T(1,2,3) + T (4,5,6) = 
= (1,2,3) + 2(4, 5,6) = (9, 12,15) £ 3(5,7,9) ; 


Prob 7.10: (a) 0 e 1; dim Nuc(T) = 1, 
dim Nuc(T + I) = 0, dim Nuc(T — I) = 2. 

(b) 1 e —1. dim Nuc(T) = 0, dim Nuc(T + 
I) = 1, dim Nuc(T — I) = 2 
Prob 7.11: (a) (2,4,2); (b) 1 pois a imagem tem 
pelo menos dimensão 2, igual a dimensão do au- 
toespaço. 


Prob 7.12:0 eixo será um autovetor associado 
ao autovalor 1: (—1,1,—1). 


Prob 7.13: Não precisa calcular explicitamente as 
TLs. 

(a) o vetor (3, —2, 1) é perpendicular ao plano 
de reflexão. Logo é autovetor associado ao auto- 
valor —1. Por outro lado, podemos obter base do 
plano (1,0, -3) e (0,1,2), que são autovetores 
associados ao autovalor 1. (b) Como é projeção 
ortogonal em reta, toda direção perpendicular ao 
vetor (1, —1,0) é levado em zero. Portanto os 
vetores (x, y, z) satisfazendo x — y = 0 são leva- 
dos no zero. Assim (x,x,2), (1,1,0) e (0,0,1) 
são levados em zero. Assim autovalor 0; auto- 
vetores (1, 1,0), (0,0,1) e autovalor 1, autovetor 
(1, —1,0). 
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Prob 7.14: Reflexão em torno do plano x+y = 0. 
Solução: Achando os autovalores e autovetores, 
obtemos equação característica (1 — à)? (1 +A) = 
0. Para o autovalor 1 obtemos o autoespaço 
xz +y = 0 (de dimensão 2); para autovalor —1 
obtemos como autoespaço a solução do sistema 
{ xz—y=0//z=0 , cujo espaço é gerado por 
(1,1,0). Note que esta direção é perpendicular 
ao plano do autoespaço do autovalor 1. 

Os vetores do plano x + y = 0 não são al- 
terados pela transformação (plano de reflexão) e 
os da direção (1,1,0) são multiplicados por —1. 
Logo TL é reflexão em torno do plano z +y = 0. 


Prob 7.15: (a) f(s) = exp(—9s); (b) f(s) 
sen(3s) e f(s) = cos(3s). 


Diagonalização 


Prob 7.16: Os autovalores são as entradas de D, 
ou seja, 1 e 2. 

Uma base para o autoespaço associado ao 
autovalor 1 é obtida tomando-se as colunas de 


2 
0 
mesma forma, uma base para o autoespaço as- 
sociado ao autovalor 2 é obtida tomando-se as 
colunas de M associadas ao autovalor 2: 


M associadas ao autovalor 1: . Da 


1 2 
11,10 
1 1 

i 1—àÀ 0 18 o 

Prob 7.17: (a) | 6 Pa -1 = 


(À — (=1)a — 1). 
O autoespaço associado ao autovalor —1 é o 
conjunto-solução de 


[A-(ur0]=| 


mtme([) 


O autoespaço associado ao autovalor 1 é o 
conjunto-solução de 


[4-1]0]=]6 


eE] 
n [1 4]- 
ERR 


0 


2 0 
0 


6 0 


E 0/0]. 


0,0 
—2 0 


ZE -1/0]. 


01 
13 


—1 0 
0 1 
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(b) Autovalores: O e 1, com polinômio ca- 
racterístico A(1 — A)2. Associado ao autovalor O 
tSp 
yv+z=0 
por (0,1, —1): associado ao autovalor 1 o sistema 
x= 
y=0 


o sistema À , com autoespaço gerado 


com autoespaço gerado por (0,0,1). 


Portanto NÃO existe base de autovetores (soma 
das dimensões dos autoespaços é 2 e não 3) e não 
é diagonalizável; 

(c) Autovalores: 2 e 4, com polinômio carac- 
terístico (4— A)(2—- À)2. Associado ao autovalor 2 
v—y=0 

= 0 
por (1,1,0); associado ao autovalor 4 o sistema 
g= 


= 


Portanto NÃO existe base de autovetores (soma 
das dimensões dos autoespaços é 2 e não 3) e não 
é diagonalizável; 

(d) Autovalores: 1 e —1, com polinômio ca- 
racterístico (1 — A)3(1 + À). Associado ao auto- 
valor 1 o sistema { y—z=0 , com autoespaço 


o sistema l , com autoespaço gerado 


com autoespaço gerado por (0,0,1). 


gerado por (1,0,0,0), (0,1,1,0), (0,0,0,1); as- 
w= 

sociado ao autovalor —1 o sistema 4 y+z=0 
z=0 

com autoespaço gerado por (0,1,—1,0). Por- 


tanto existe base de autovetores (soma das di- 
mensões dos autoespaços é 4) e é diagonalizável. 
Tome 5 = {(1,0,0,0), (0,1,1,0), (0,0,0,1) 


1 
, (0,1, —1,0)} e [T]; = j l 

—1 
Prob 7.18: Associado ao autovalor 0, (1, —1, 0), 
associado ao autovalor 1 o espaço gerado por 


1 


10 1 
(1,1,0) e (0,0,1). (a) P= | 1 0 —1 | ou 
O 1 0 
01 1 1 1 0 
P=|0 1 -1 |.(b)g=[|1-10 
1 0 1 0 01 


Prob 7.19: (a) Não, A é necessariamente diago- 
nalizável pois a soma das dimensões dos autoes- 
paços é 4. (b) T não é diagonalizável pois a soma 
das dimensões dos autoespaços é 4 que é menor 
que 5. 

Prob 7.20: Da equação obtemos que (1, —2, —1) 
é ortogonal ao plano de projeção. Resolvendo a 
equação obtemos (1,1, —1) e (1,0,1). Como é 
projeção cada uma destas direções é um autovetor 


B.7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇÃO 


e forma base do R?. Defina P como sendo uma 
matriz com cada autovetor numa coluna. 


Prob 7.21: Calculamos resolvendo o sistema x + 
y—=z = 0,z+z = 0 que w = (1,—2,—1). 
Como são autovetores Lls, 8 = ((1,1,-1)/v3, 
(1, 0, D/v2, (1, —2, —1)/ v6} 


Aplicações 


Prob 7.22: A8 = PD8 P-t 


Gallo cial 


[5 7][26 0 -7 
M 
© [3826 —8925 
a l 


Prob 7.23: (a) autovalor 1/2 com autovetor (—1, 1)Ext 7.2: Monte a matriz A = 


e autovalor 1 com autovetor (1,3/2). Definindo 


= 07-02 E Ro E 
4= [05 has E 


-1 1 Aab a O 
| 1 3/2 | calculamos P~ = š | 29 |. 
Logo, A = PDP. 
a Como | Epa | =A | 1/2 | calcula 
AU =P | 1/2900 pe 
1 
© 1 [2051 2046 
~ 5.210 | 3069 3074 |' 
Logo r1o = 4097/10240 = 40%. 
(c) Como limk; 4º = P `; 1 | pt = 


0.4 0.4 
| 0.6 0.6 
blicanos e mo monarquistas, serão 0.4(ro + mo) 
republicanos e 0.6(ro + mo) monarquistas, isto é, 
40% republicanos e 60% monarquistas indepen- 
dente do valor de ro e mo. 


Prob 7.24: (a) (1,1,1), (0,1,1), (0,—5, 1). (b) 


| Logo, se inicialmente são ro repu- 


RR, TR i 
Seja X=] 0 1 1|e 
0 -5 1 
1 0 0 
YF=DP=| 0 -29 0 | A9 = XYX7! 
0 0 49 


Prob 7.25: (a) Autovalor 1 com autovetor (1,1), 
autovalor 2 com autovetor (0,1). Assim tomando 
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RENES 


ae a E u 
a= y3 a | 


(c) Diagonalize A e calcule 


B=PvVDP-. 


oO No 
NAN 
oN oO 


B.7.3 Extras 
Autovalores e Autovetores 


Ext 7.1: (a) 2 + i; (b) 0, (0,0,1), 1, (1,0,0) e 
—1, (1,1,1). 


ae io e faça as 
cd ý 


Ext 7.3: Escreva A = (ai;;) e faça as contas. 
Ext 7.4: (a) À = 0 com com (1,0); (b) não possui 
autovalores reais; (c) A = 2, (1,0,0); 
Ext 7.5: Como p(À) = det(A — AT), det(A — 
07) = det(A) = p(0) = 4. 
Ext 7.7: (a) Como 
(1,=1,1,0) = (0,1, 1,1) f (1,0,0, 1), per- 
tence ao núcleo também; não pode estar associ- 
ado ao autovalor —3; 

(b) como (1,0,1) pertence ao plano x — y + 
2=0, T(1,0, 1) = —(1,0, 1) + (0, 1,0). 
Ext 7.8: (a) autovalor O na direção (1,2, 1,1) 
e autovalor 1 no hiperplano perpendicular a 
(DRI: 

(b) autovalor 1 na direção (1,1, -—1). 
Ext 7.9:(a) 0 e 1. dim Nuc(T) = 1, 
dim Nuc(T + I) = 0, dim Nuc(T — I) = 1. 

(b) 1 e —1. dim Nuc(T) = 0, dim Nuc(T + 
I) = 2, dim Nuc(T - I) = 1. 
Ext 7.10: (a) Eixo: (1,—1,1) com ângulo 120°. 
Solução: Para determinar eixo precisamos calcu- 


contas. 


lar a direção associada ao autovalor 1. Vamos 
-y= 

obter o sistema —z =y . Resolvendo obte- 
LS? 


mos (1, —1,1) como direção do eixo. Para de- 
terminar o plano de rotação resolvemos o sis- 
tema [2x —y+z=0, que é gerado por u = 
(1,0,-1) e v = (0,1,1). Calculando Tu = 
(0,1,1) e Tv = (-1,-1,0). Determinamos o 
ângulo fazendo o produto interno: 
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cosê = (u, Tu) /(lulllTul)) = -1/2 cosó = 121 
(v, Tv) ((IlvllTv|) = —1/2. Logo o ângulo (c) Defina P=|3 3 1 | Então 
0 = à = 120º. Segue que T é rotação. 431 
(e) Calculando autovetor associado ao 1 de- =A 252 3 0 0 
terminamos o eixo (1,0, —1). Com isto determi- -3 4 | SP O DR 
namos o plano de rotação, que é perpendicular -3 1 3 0 0 1 
a este eixo: são os (x,y,z) tais que x — z = 0. -1 2 1 
O plano é ((1,0,1),(0,1,0)). Aplicando matriz (d) Defina P = | —1 —1 0 |. Então 
num destes vetores (por exemplo em (1, 0, 1)) cal- 1 0 1 
culamos o ângulo, que é 90°. 2 2 —1 500 
Ext 7.11: (a) det(PBP-') = T E Es 
= det( B) det(P) det(P71) = det(B); -1 -2 2 0 0 1 
b) A? = P(A BI PBP = 1 —1 2 0 
mio E (o apo E CRUS | 1 1 | Re | 0 -3 |: 
linômio característico é o mesmo pois Outra opção é (A não é única) tomar 
det(B — AI) = det(PAPT! — AI) = e a 2] SS O 
= det(PAP-1-APP-D = det(P(A-ADP-D) = | 1 1 | Ta | 0 2 | 
= det(P) det(A — AT) det(P”!) = det(A — AJ). 11141 
(d) w = Ptv. (e) segue do fato de possuírem o Ext 7.20:Defina P=] -1 01 
mesmo polinômio característico. 0 -1 1 
Ext 7.12: (b) T(au + bv) = aTu + bTv = 5 55 00 0 
aduu + bApv= Au(au + bvAs/Au) Então, | 5 5 5|=P]|0 0 0 |P 
Ext 7.13: (a) e” e e”; (b) sen(x) e cos(x). 55 5 0 0 15 
Ext 7.14: 1 com autoespaço gerado por x e x? + Ext 7.21: (a) Autovalores são 1 (duplo) e 2. A 


1 condição é a = 0. 
Ext 7.15: Autovalores reais somente podem ser Ext 7.22: (a) | : E |. onde >x E€ R. 
1,—1e0. 


Ext 7.16: (a) Seguindo a sugestão, “ X 3—1 aij = (b) | 
s, i= 1,2,..., n” equivale a 


1 E 
0 1 


Ext 7.25: (a) Se A = PDP”! então 


|, onde o#m e R 


ai t Qin 1 s 1 A = (AP)D(1/AP7t) = QDQ”. 
: e Aia Ea EE 
ani cc amj |1 5 1] B.7.4 Desafios 
Portanto s é autovalor. Autovalores e Autovetores 


(b) O autovalor pois a matriz é singular. 6 é 


Des 7.1: (Au, v) = à (u, v) = (u, ATv) = 
autovalor pelo item anterior. 


= u (u, v) Como à Æ p, (u, v) = 0. 
Des 7.2: Autovalores são a +b e a — c. 


Diagonalização Des 7.3: 0 e traço de 4. 
RS PA Des 7.4: Indução. 

Ext 7.17: (a) P = | vi Vn |; (b) matriz Des 7.5: (b) Fatore o polinômio característico em 
Lobos (A — A) -+ (An — À) e coloque À = 0. 


| l | Des 7.9: 1 com autoespaço gerado por: 
diagonal o 1 0 0 0 0 1 
| a] E] PR 1] E 


Ext 7.18: (a) autovalores complexos dados por Des 7.10: 

(3 — å)? + 4 = 0, portanto não existe base de Se tivesse, Tf = Af, derivando os dois lados, 

autovetores e, portanto, não é diagonalizável; Af! = f e portanto f seria uma exponencial mas 
(b) Não é diagonalizável. como (T f)(0) = Jo f(s)ds =0, f =0. 


B.7. AUTOVALORES, AUTOVETORES E DIAGONALIZAÇÃO 


Diagonalização 


Des 7.11:(a) autovalor 1/2(1 + v5) com au- 
tovetor 1/2(1 + 5,1) autovalor 1/2(1 — v5) 
com autovetor 1/2(1 — 5,1). Definindo A = 


pai oaf 1i+v5 E 
e MP aJer- 
5 | É Ee 1 A |: calculamos 

pi Vaga | too A= PDP 


(b) como 1/2(1 — 5) = —0.61, 
dim (1/2(1-5))* = 0. Assim, de forma aproxi- 
—s00 
50 
mada, DO = 1 | (1445) o | Definindo 
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o = 1 + v5, colocando 4º? em evidência, e efe- 
tuando obtemos 


1 1 
50 = 50 p—1 x 
A PELi HE 


a JA) 


10-250 1 1 
Efetuando obtemos, 
aof 1] v5 o5] fo 
1 |^ 10.20] y5 951 | 1 [7 


Logo, x52 = (4/2)! = (1.61)5t. 
(c) do item anterior, zk+1 = (4/2)". 


Des 7.12: (a) O único autovalor possível é O se- 
não Nºyv = Afv £ 0. (b) Portanto D = 0 e 
teríamos que ter, se fosse diagonalizável, N = 
PDP! =0. 


Des 7.17: Escreva A = | | e faça contas. 


Des 7.18: (b) | pe ~ |. (c) | i Í | 


1 
1 
1 


HS 
nom 
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